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AVERTISSEMENT 


DE LA DEUXIÈME ÉDITION. 


La publication de ce deuxième volume de la Mécanique analytique a 
éprouvé un retard dont nous allons exposer les principaux motifs. M. La- 
grange en avait déjà fait imprimer les premières feuilles, lorsque la mort 
l’enleva aux sciences. M. Prony se chargea de suivre l’édition de ce volume, 
et fut aidé dans la révision des épreuves par M. Garnier, professeur à l’Ecole 
royale militaire. Le manuscrit des sections VII et VIII se trouva fort en 
ordre (*•); mais, étant arrivé à la section IX, on reconnut que cette partie était 
incomplète, et que le premier paragraphe seul en était achevé. M. J. Binet 
fut invité à faire, avec MM. Prony et Lacroix, les recherches nécessaires 
dans les papiers de M. Lagrange, pour compléter, s’il était possible, les 
matières qui devaient entrer dans cette section. Leurs recherches fournirent 
la conviction que notre illustre Auteur n’avait fait que préparer cette partie, 
et que rien d’entièrement achevé n’avait été égaré. 

De nombreuses occupations ayant détourné M. Prony des soins de l’im- 
pression qui, dans la section IX en particulier, exigeait une grande attention, 


( # ) Il est permis de croire, au contraire, que Lagrange, s’il eût vécu plus longtemps, aurait 
presque entièrement change la section VIII qui, évidemment, n'a pas été écrite avec le même soin 
que le reste de l’ouvrage. Les erreurs de calcul y sont telles, qu'il est absolument impossible de les 
corriger sans altérer le texte, et que nous avons dû les reproduire dans celte édition. (/. Bertrand. ) 
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avertissement. 


pour coordonner les matières et les notations de l'ancienne édition, avec ce 
qui était imprimé de la nouvelle, M. J. Binet a bien voulu se charger de 
ce travail, souvent pénible. On a profité de toutes les notes marginales ren- 
contrées sur l’exemplaire de M. Lagrange, et écrites de sa main. N'ayant pu 
renfermer dans le texte quelques matières relatives au mouvement de rota- 
tion, trop peu complètes pour former un paragraphe, on les a réunies dans 
une Note à la lin du volume. 

Une autre Note a été formée d’une remarque également trouvée parmi 
les manuscrits ; elle se rapporte au problème de la détermination de l'orbite 
des comètes, problème traité' dans le § III de la section Vil. 
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ANALYTIQUE. 


SECONDE PARUE. 

LA DYNAMIQUE. 


SEPTIÈME SECTION. 

SUR I.E MOUVEMENT d’üN SYSTEME DE CORPS LIBRES, REGARDÉS COMME DES 
POINTS, ET ANIMÉS PAR DES EORCES D’ATTRACTION. 

Oii peut ranger en trois classes tous les systèmes de corps qui agissent 
les uns sur les autres, et dont on peut déterminer le mouvement par les lois 
de la Mécanique; car leur action mutuelle ne peut s’exercer que de trois 
manières différentes qui nous soient connues : ou par des forces d’attraction, 
lorsque les corps sont isolés, ou par des liens qui les unissent, ou enfin par 
la collision immédiate. Notre système planétaire appartient âJa première 
classe, et par cette raison les problèmes qui s'y rapportent doivent tenir le 
premier rang parmi tous les problèmes de la Dynamique. Nous allons en 
faire l'objet de cette Section. 

Quoique dans les systèmes de cette classe, oii les corps sont supposes se 
mouvoir librement, il soit très-facile de trouver les équations de leur mou- 
vement, puisqu'il ne s'agit que de réduire toutes les forces à trois directions 
perpendiculaires entre elles, et d'égaler, par le principe des forces accéléra- 
trices, la force suivant chacune de ces directions, à l’élément de la vitesse 
relative à la même direction, divisé par l’élément du temps; néanmoins, 
I usage des formules données dans la sert. IV est toujours préférable, parre 

Met. anal. II. I 
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mécanique analytique. 
qn elles fournissent directement, et sans aucune décomposition préalable de 
forces, les équations différentielles les plus simples, quelles que soient les 
coordonnées qu'on emploie pour déterminer la position des corps, même 
lorsque les corps, au lieu d’être tout à fait libres, sont contraints de se mou- 
voir sur des surfaces ou des lignes données. 

Nous commencerons par rappeler les formules dont nous ferons usage. 

I . Soient ni, m\ ni", etc. , les masses des différents corps regardés comme 
des points, .r, y, z les coordonnées rectangles du corps m, .r' , y\ z celles 
du corps rn' , Net ainsi de suite, ces coordonnées étant toutes rapportées aux 
mêmes axes fixes dans l’espace. On fera 

1 = m — J,* — ■+■ » Td + ■ ' • • 

Et si à la place des coordonnées rectangles .r, r, 2, on veut employer d’autres 
coordonnées quelconques £, w, £, il n’y aura qu’à substituer les valeurs de 
.r, y, 2 en £, it, Ç dans la formule dx* -f- dy* -+- dz* ; de même, on substi- 
tuera dans d. r' a -f- dy'* -h dz* les valeurs de x\y\ 2' en £', £', si l’on 

veut transformer les coordonnées rectangles .r', ÿ , 2', en Ç', Ç', et ainsi 

de suite. De cette manière, la quantité T deviendra une fonction des variables 
2, s, Ç, Ç', etc., et de leurs différences premières. 

Soient maintenant R, Q, P, etc., les forces avec lesquelles chaque point 
de la masse 111 tend vers des centres fixes ou non, dont les distances soient 
/•, 9, p, etc., lesquelles étant données en x, y, z deviendront aussi des 
fonctions dç £, h, on fera 

on = Ror -(- Qitj ■+- PS/2 - 4 - . . • , 

soit que oll soit une différentielle complète ou non; et dénotant par les 
mêmes lettres marquées d’un trait, de deux traits, etc., les quantités ana- 
logues relatives aux corps m', m", etc., ou fera de plus 

o V =: mîll -+- m'5n' -f- m"ôn"-(- .... 

Si, outre ces forces dirigées vers des centres donnés, il y avait des forces 
d’attraction mutuelle entre toutes les molécules fies corps m et m', en nom- 
mant r la distance de ces corps regardés comme des points, et R la force 
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(I attraction dépendante de la distance on non, il faudrait ajouter à SV le 
ternie mni'Rôr, et ainsi pour tous les autres corps qui s’attireraient mutuel- 
lement. 

Or, les corps étant supposes libres, les coordonnées qui déterminent leur 
position dans l’espace sont indépendantes, et chacune d’elles, comme Ç, 
donnera une équation de la forme 


JT JT J\ _ 

’ji/r JÇ ■*" J i ~~ 0 


2 . Lorsque les quantités ofl, oïl', etc., sont des différentielles complètes, 
ce qui a toujours lieu dans le cas où 1 rs forces sont proportionnelles à des 
fonctions quelconques de leurs distances aux centres d’attraction, lequel est 
celui de la nature, il sera plus simple de prendre d’abord les intégrales H, 
II', etc., lesquelles seront 


Il = /Rt/r -t -fQdq -+- fl* dp -+- . . . , 
n'=fR , <fr , -i-fQ'dq'+ fP'dp'-h .... 


et la quantité \ deviendra 

V = mil rit'll'-f- m' , Il"'-+- . . . , 

laquelle étant réduite en fonction des variables Ç, h, Ç, etc., il sera 

JV , 
t-i etc. 

ar> 

Dans ce cas, si les fonctions T et V ne renferment point le temps fini t, on 
aura toujours l’intégrale 

T -t- V = H, 

H étant une constante arbitraire, laquelle renferme le principe des forces 
vives. 

CHAPITRE PREMIER. 

lit MOUVEMENT D U CORPS REGARDÉ COMME UH POINT ET ATTIRÉ, VERS LH CENTRE ETRE, 
PAR DEA FORCES PROPORTIONNELLES A I NF PONCTION DE LA DISTANCE, ET EN PARTICULIER 
DI MOUVEMENT DES PLANÈTES ET DES COMETES AUTOUR DU SOLEIL. 

3 . Lorsqu’on 11e considère que le mouvement d’un corps isolé, 011 peut 


aisé d'en déduire par la différentiation les différences partielles , 


JV 
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4 MÉCANIQUE ANALYTIQUE, 

supposer sa masse ni égale à l'unité, et l'on aura simplement 


et 


rit' Hy' +- Hz' 

1 tir 


V = II, 


i V = R or -+- QSy -+- Pèp + . . . . 


Dans ce cas, quelles que soient les trois coordonnées qui déterminent le lieu 
du corps dans l’espace, comme elles sont indépendantes, elles donneront 
trois équations différentielles île la forme 


<?T <?T dV 

di/ç d£ 




auxquelles on pourra joindre l’équation du premier ordre 


T+V = H, 


qui tiendra lieu de l'une d’entre elles. 

Si le mouvement se faisait dans un milieu résistant, en désignant la résis- 
tance par R, il n’y aurait qu’à ajouter à la valeur de SV les ternies (sert. 11. 


art. 8) 


■i l ' i/y „ 


dz » \ 

X Sz Y’ 


mais l’équation T •+- V = H n’aurait plus lieu. 

-f. Supposons que le corps m soit attiré vers un centre fixe par une 
force R fonction de la distance r du corps au centre, on aura simplement 

V = JR dr. 

Prenons la distance r pour l’une des coordonnées du corps, et prenons, 
pour les deux autres, l'angle 4 que le rayon vecteur r fait avec le plan des ,r 
et y , et l’angle <p que la projection de r sur ce plan fait avec l’axe des .r; en 
plaçant l’origine des coordonnées rectangles x, y, z dans le centre des 
rayons r, de manière que l’on ait 

/• = 2% 

on trouve facilement 

.r = reos-^ros?! X — r eossi simp, s = / sin4, 
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T = , v = J'Kdr. 


On aura donc ces trois équations difrérentielles relatives à r, 4i $, 


, JT JT , JV 

d îdr -Tr + Tr =0 ' 

, iT iT iV 

d -jr* — 7? + xf ~ °’ 

, iT iT iV 

d 'ïïïï ~ J? — °* 


lesquelles deviennent 

</‘r r(cos’<{'*/(p‘-+- dtfi') D 

dô ~ dt' t- n _ o, 

, r'dty r' siu’^ cmÿd’f' _ 

<(■ -gp- h 5F “ °’ 

. r’cos’iirfo 

d —3F JÎ = 0 ' 

et l'équation T -+- V = H donnera tout de suite cette première intégrale, 
r'(c 0i 'W + dV) ± Jr' ^ a / Rrfr= , H 


dans laquelle H est une constante arbitraire. 

3. La dernière des trois équations différentielles est intégrable d’elle- 
mème ; son intégrale est 

r’ cos'ijidy / , 

ir~^ — 

(j étant une constante arbitraire; et la seconde devient intégrable en y sub- 
stituant pour sa valeur gc~r^,’ tirée de celle-ci, et en la multipliant par 
l’intégrale est 

r jW . J-* _ E> 

+ cos* ~ ’ 

lî étant une nouvelle constante arbitraire. 

Je remarque d’abord sur cette intégrale que, si l’on suppose que if. et ^ 
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soient nuis à la fois Hans un instant, ils seront toujours nécessairement nuis: 
car, en taisant pour un instant 4 = o et ^ = o. In dernière équation donne 
G* = F. 1 , et elle devient, par la substitution de C* au lieu de F. 1 , 

r ^ -*-■ G’ tang 3 4 = o. 


.U 


laquelle ne peut avoir lieu qu'en faisant 

4=0 et = o. 

La supposition dont il s'agit revient à faire en sorte que le corps se meuve 
dans un instant dans le plan des .r et y, ce qui est toujours possible, puisque 
la position de ce plan est arbitraire; alors le corps continuera de se mouvoir 
dans le même plan, et décrira nécessairement une orbite plane, c’est-à-dire 
une ligne a simple courbure. C’est ce qu’on peut aussi démontrer directe- 
ment par l'intégration de la même équation. 

Car, en y substituant pour rit sa valeur tirée de la première intégrale, elle 
devient 

C’«W’ C’ = E , 

cm'ùilzr cos* i fi 


Soit, lorsque 4 = o, ~ = tang/, on aura 

F. 3 =rC ! + C’ tang 3 i = , 

et la dernière équation se changera en 

= tang 3 »' — tang 3 4, 

cos » cos y D n T 


d’où l’on tire 


. * 1/ 

* cos’'| Vtang’/ — tang’t}'’ 


équation séparée dont l’intégrale est 

® — h — angle ( sin = ,,,lp v ^ » 

■ n \ utig t J 

ou bien 

tang 4 = tang i sin (® — /*), 
h étant la valeur de ® lorsque 4 — °- 
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(Jette équation fait voir que <f — A et 4 sont les deux côtés d’un triangle 
sphérique rectangle dans lequel i est l’angle opposé au côté 4- Ainsi, puis- 
que l’arc <p — A est pris sur le plan des x, y, et que l'arc 4 est toujours per- 
pendiculaire à ce même plan, il s’ensuit que l’arc qui joint ces deux-ci, et qui 
forme l’hypoténuse du triangle, fera avec la base ? — A l'angle constant t; 
par conséquent, cet arc passera par les extrémités de tous les arcs 4- et tous 
les rayons r se trouveront dans le plan du même arc, lequel sera ainsi le plan 
fie l'orbite du corps, dont l’inclinaison sur le plan des x et y sera l’angle 
constant i, et dont l’intersection avec ce même plan fera avec l’axe des x 
l'angle A. 

Si, pour fixer les idées, on prend le plan des x et y pour l'écliptique, 
-î sera la longitude sur l'écliptique, 4 latitude, A la longitude du nnrud île 
l’orbite, et i son inclinaison. 


6. Prenons maintenant l'intégrale 



a /'IWr = a H ; 


en y substituant pour r/4 sa valeur en <i <p trouvée ci-dessus, elle devient 


r* coa^f/o 1 
cos* iHt 1 


-+- jgr -h a/Rrfr = iH, 


laquelle doit être combinée avec l'autre intégrale 

r'coa'f/t , , 

j.' — 


dt 


Si on v substitue la valeur de d$ tirée de celle-ci, et qu'on fasse — I). 

J ’ 1 CHS ; 

on aura l’équation 


d r * 11’ ,• n i U 

, 7,7 -+- + a J R*' = »H, 


d'oii l’on tire 


dl = 




lin intégrant cette équation, on aura l’expression de t en r, et réciproque- 
ment celle de r en t. 
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7. On aura ensuite ® par l’équation 

, D cas i Jl 
"Q — T'côsVjT’ 

or, eoninie le plan îles angles ® est arbitraire, si on le fait coïncider avec le 
plan de l'orbite, en faisant i = o, on aura aussi 4 = ° (art. , par consé- 

qurnt e/® = > et, dans ce cas, l'angle r/® sera celui que le rayon r décrit 

dans le plan de l’orbite. Donc, si l’on désigne en général cet angle par d4>, 
on aura 

i, D <lt 

dA> = — » 

r 

et substituant la valeur de dt en dr, 
r/«I> = 


I)d, 


y/» H -./RA— ~ 


équation dont l’intégrale donnera la valeur de <I> en r, et réciproquement 
celle de r en <K 

F.nsuite on aura ® en <t> par l’équation 


r/® 


^ costji 


laquelle, en substituant pour cos 4 sa valeur tirée de l’équation 

tang 4 — tang i sin(® — /i) 

trouvée plus haut, devient 

ri#— __ j;o»ù/.ung(9 — /<) 

eus i [ i Umg’ » sin’(y — A) J ros’ i -H tang’ (o — //)’ 


d’où l'on tire par l’intégration 

* + * = angle tang = j, 

k étant une constante arbitraire; et de là 

tang (® — h) = cos i tang (<l> -+- Æ), 
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équation qui indique cjne -(- k est l’hypoténuse du même triangle sphé- 
rique rectangle dont la base est <$ — /i, et l’angle adjacent i (art. 5), et dont 
le côté opposé à « est sJ,. 

On voit par là que 4> -t- k est l'angle décrit par le rayon r dans le plan de 
l'orbite, et dont l’origine est à la ligne d’intersection de ce plan avec celui 
des r, y ; que $ — h est l’angle décrit par la projection de ce rayon sur le 
même plan, et que i est l’inclinaison du plan de l’orbite sur le plan fixe des 

■r, y. 

S. Le problème est donc résolu, puisqu'il ne dépend plus que de l'in- 
tégration des deux équations séparées entre <, <t> et r; les six constantes 
arbitraires nécessaires pour l'intégration complète des trois équations dif- 
férentielles en r, ® et seront i, h, I), H, et les deux que l’intégration 
introduira dans les valeurs de / et de <P. 

Dans la solution que nous venons de donner, nous avons pris pour coor- 
données le rayon vecteur avec les deux angles de longitude et de latitude, 
pour nous conformer à l’usage des astronomes; aussi cette solution a-t-elle 
I avantage d'offrir directement la plupart des théorèmes que l’on ne trouve 
ordinairement que par la Trigonométrie sphérique. Mais, en l'envisageant 
du coté analytique, elle est moins simple que si l'on avait conservé les coor- 
données rectangles primitives; c'est ce qu’il est bon de faire voir, d'autant 
qu'il en résultera de nouvelles formules qui pourront être utiles par la suite. 


9. En prenant x, y, z pour les trois variables indépendantes, les formules 
générales de l’art. 3 donnent tout de suite les trois équations différentielles 


et l'équation intégrale 


d'x ., x 

dF H- R r — o, 
5- -l- H ï = o, 

rit* r 

d' z ,, s 

JF 


dx‘ 


- dy' h 
3 dt' 


dz' 


-t- (Kdr — H. 


En chassant K des trois équations différentielles, on a immédiatement 

Met. anal. U. a 
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trois ('quations intégrables et dont les intégrales sont 

xdy —ydx -, 

Ht = 

z dx — xdz _ . . 

Ht ~ 

rdz — zdy . 

— dr~ = A - 


B, A étant des constantes arbitraires dont la première est la même que 
celle de l'équation ' Y = C de l'art. K, |>arce qu'en effet celle-ci n’est 
qu'une transformée de l'équation X - ^ = C |»ar la substitution des 

valeurs de x, y, z de l'art. 4. 

Ces trois intégrales répondent à celles que nous avons données pour un 
système de corps, dans l'art. 9 de la sect. III, d'où nous aurions pu les 
emprunter. 

10. En ajoutant ensemble les carrés des trois dernières équations, et 
employant cette réduction connue 

(xdy — ydxy-\- (zdx — xdz ) J -+- ( ydi — zdy)’ 

= ( x’ -y- ÿ‘ -i- s 1 ) (de 1 -(- rfy* dz’) — (,r dx -f- ydy -+- zdz )’, 
on a l’équation 


r * ( th 9 fiy * dz 9 ) — / 


i A r % 

- = A* H- B’ 4-0% 


'laquelle, en y substituant pour dx 1 -+- dy 1 -+- dz 1 sa valeur tirée de la pre- 
mière intégrale, et faisant, pour abréger, 


donne 


A* H- B a h- C a = D\ 


ar’(H-/fWr)- r ^’ = D’, 


d'on l’on tire tout de suite 


comme dans l'art. G. 


dt = 



dr 

ni ’ 

-SRdr)-± 
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Les mêmes équations étant ajoutées ensemble, après avoir multiplié la 
première par s, la deuxième par y et la troisième par x , donnent eelle-ei, 

Ls + B Y' *f- A x — o, 

laquelle est à un plan passant par l’origine des coordonnées, et fait voir que 
l’orbite décrite par le corps est une courbe plane décrite autour du centre 
des forces. 

11. Nommons « les coordonnées rectangles de cette courbe, l’axe des £ 
étant pris dans la ligne d’intersection du plan de la courbe avec celui des 
v, y; nommons de plus, comme dans l’art, a, i l'angle formé par ces «leux 
plans, et A l’angle que la même ligne d’intersection fait avec l’axe îles .r. ces 
deux quantités i et A seront constantes, et, par les formules connues de la 
transformation des coordonnées, on aura 

.c = Ç cos A — k cos i sin A, 
y — % sin A -H it cos i cos A, 

Z = K situ . 


(les valeurs étant substituées dans les mêmes équations, donneront celles-ci, 

jjrfn — ni/£ ., 

. COS I — ü, 

T,di — tdn . . . 

~'~di ~ — Slf1 1 COS 1 ~ 

Idr , — r,dt .... , 

! sm i sin h — A. 

dt 

Ajoutant leurs carrés ensemble, et extrayant ensuite la racine, on a 
Idr^rdl = v/ âT^FTC î = - D (art. 6); 


de sorte que les valeurs des constantes A , B, C seront 

C = D cos i, B = — l) sin i cos A, A = Dsin / sin A. 

Or, désignant par «I> A, comme dans l’art. 7, l’angle que le rayon r fait 
avec la ligne d’intersection du plan de l’orbite et du plan fixe des X, y , il est 

s. 
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I : A 

clair qu'on aura 

Ç = »cos(4> -I- X ), b = r sin (4> -t- A), 
et la dernière des équations précédentes deviendra 

r'rtfy = D <!t, 

laquelle donne le théorème connu des secteurs fr’rf <1> proportionnels aux 
temps t. 

Substituant la valeur de dt , on aura 

, \Ur 

«•!> = — ps=r t > 

r* t/îH— i/Rrfr— 

comme dans l’article cité. 

Ainsi le problème est de nouveau réduit à l’intégration des deux équa- 
tions séparées en t, <l> et r, que nous avions déjà trouvées ci-dessus (art. I* 
et 7); mais cette intégration dépend de l’expression de la force centrale R 
en fonction du rayon r. 

12. On voit, par ces équations, que ce rayon sera le plus grand ou le 
plus petit, soit relativement au temps t , soit relativement à l’angle <t>, lors- 
qu’il sera déterminé par l’équation 

2 H — u flldr — ^ = o. 

Supposons qu’en intégrant ces mêmes équations on prenne les intégrales 
en r de leurs seconds membres, de manière qu’elles commencent au point 
oit /• est un minimum, et que l’angle <l> commence aussi à ce point ; l'angle / 
sera alors celui que le rayon qui passe par le même point fera avec la ligne 
d’intersection de l’orbite avec le plan fixe (art. 7) ; et cette constante k, jointe 
;t celle que l’intégration peut ajouter à t, et aux constantes A, B, C, H, ou 
I), », ii, H, complétera le nombre des six constantes arbitraires que l’inté- 
gration des trois équations différentielles en x, y, z et t doit donner. 

15. Si maintenant on fait 

X=rcos<l>, Y = r cos4>, 

il est clair que X et A seront les coordonnées rectangles de la courbe, pla- 
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cées dans son plan, et ayant la même origine que le rayon r, les abscisses \ 
étant dirigées vers le point où r est un minimum; et si l’on substitue ees 
quantités dans les expressions de £ et « de l’art. 1 1 , on aura 

ç = X cos k — Y sin/, » = Y cos k -+■ Y sin/. 

Substituons ces valeurs dans celles de x, y, z du même article, et taisons, 
pour abréger, 

a = eos k cos h — sin k sin h cos /, 

= — sin k cos h — cos k sin h cos /, 

« , = cos k sin h -+- sin k cos h cos i, 

. ?< — — s ' n h sin h -+• cos k cos h eos /, 

a, = sin/' sin/, 

Çi, — cos k sin i, 

on aura 

x=«X - 4 - ,3 Y = r(a cos<t> -+■ |3sin4>), 
y = «, X + <3, Y’ = r (a, cos*I> -+• j3, sin «I»), 
z = a 3 X H- p, Y = /■(«, cos<l> -t- J3,sin*), 

expressions qui ont cet avantage, que les quantités dépendantes du mouve- 
ment dans l’orbite sont séparées des quantités qui dépendent uniquement de 
la position de l’orbite, relativement au plan fixe des x, y. 

Ces expressions de x, y, z sont conformes à la théorie générale exposée 
dans la scct. Il, art. 10, et l’on aurait pu les en déduire immédiatement. 

Kn effet, en considérant tout de suite le mouvement dans l’orbite, on a les 
coordonnées X, Y, la troisième Z étant nulle, lesquelles ne renfermant que 
trois constantes arbitraires, peuvent être regardées comme des valeurs par- 
ticulières des coordonnées générales .r, y, z ; ensuite on aura eelles-ei, par 
le moyen des coefficients a, ,3, etc., qui renferment les trois autres 
constantes. 

14. Si , au lieu de considérer le mouvement dans l'orbite propre du corps, 
on rapportait ce mouvement à un plan quelconque, par les trois coordonnées 
X, Y, Z, lesquelles ne continssent aussi que trois constantes arbitraires, on 
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aurait alors par la même théorie les expressions générales 
x=aX -+- /3Y -h >Z, 
y = a, X -+- Jî, \ -+- y, Z, 

: == a, X + ^Y + y,Z, 

et comme on a trouvé dans l'art. 10 de la sect. III, 


7 — y, = >, = aj 3, — (Sa,, 

on aurai) 

y = sin A sin i, y, = — cos A sin i, y, = cos i. 

Ces valeurs de a, ,3, y, a,, etc., renfermant les trois arbitraires A, A, i, 
satisfont d'une manière générale aux six équations de condition données 
dans l’art. 10 de la sect. III de la I" partie, 


-t y -t- (3J •+■ = 1 , 7* -c y] -+- y* = c 


Après avoir donné les formules générales pour le mouvement d'un corps 
attiré vers un point fixe, il ne reste qu’à les appliquer au mouvement des 
planètes et des comètes; c’est l’objet des paragraphes suivants. 


tj I. — Du mouvement des planètes et des comètes autour du soleil 

supposé fixe. 


15 Dans le système du monde, la force attractive étant en raison inverse 
du carré des distances, on fera R = g étant la force attractive d’une pla- 
nète vers le soleil, à la distance = I , ce qui donnera /’Rrfr = — y 

Substituant cette valeur dans l’équation entre <t> et r (art. Il), on voit que 
la quantité sous le signe devient 


îH 4- — — t- » 


D* 


laquelle peut se mettre sous la forme 



alors le second membre de l’équation exprimera la différentielle de l'angle 
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ayant pour cosinus la quantité 

• ^ _ g 

r D 

y/ 2 H -+- jy, 


de sorte qu’intégrant, ajoutant à 4> la constante arbitraire K, et passant des 
arcs à leurs cosinus, on aura 


”-£ = \A h 


fp cos (4» -(- K.| 


On voit que la plus petite valeur de r aura lieu lorsque l'angle <l> K 
est nul; de sorte que, comme nous avons supposé (art. i‘2) que l'angle *1' 
commence au point qui répond au minimum de r, on aura K = o. 

Donc, en faisant, pour abréger, 


on aura 




■jHD’ 

i + , 

« 


h 

- e cos 0 ’ 


équation polaire d'une section conique dont b est le paramètre, e l’excen- 
tricité, c’est-à-dire le rapport de la distance des foyers au grand axe, r le 
rayon vecteur partant d'un des foyers, et «I» l’angle qu'il fait avec la partie 
du grand axe qui répond au sommet le plus proche de ce foyer. 

La plus grande et la plus petite valeur de r étant et [ i leur 
demi-somme sera y——, ; c'est la distance moyenne que nous désignerons 
par «, de sorte qu’on aura 

b = «(i — c a ), 

et si l’on substitue ici pour b et e leurs valeurs en D et H, on aura 

i i — e* a H 

a ~ b ~ ~~ Y * 

d’où l’on voit que la constante H doit être négative pour que l’orbite soit 
elliptique; si elle était nulle, l’axe a a serait infini, et l’orbite deviendrait 


Digitized by Google 



|f> MECANIQUE ANALYTIQUE. 

parabolique; mais si elle était positive, l'axe 2 a sérail négatif (*), et l’orbite 
serait hyperbolique. Dans le premier cas, la valeur.de l’excentricité e sera 
moindre que l’unité; elle sera — i dans le deuxième cas, et > i dans le 
troisième. 

il y a encore une autre hypothèse d'attraction qui donne aussi une orbite 
elliptique, c'est l’attraction en raison directe des distances; mais comme elle 
n est point applicable aux planètes, nous ne nous y arrêterons pas ici. On 
peut voir les Principes de Newton et les ouvrages oii l'on a traduit scs 
théories en Analyse. 

16. Revenons maintenant à l'équation qui donne I en r (art. 10), et sub- 
stiluons-y — ? à la place de /’Rdlr, g A = g«(i — e’) à la place de l)% et 
— ^ à la place de « Il ; elle deviendra 

a 1 

dt = r,ir — ... 

Faisons i — = e cos 9, ce qui donne 


ou aura 


r = a ( i — e cos 9), 
dt = (i — e cos9) f/9. 


et intégrant avec une constante arbitraire c, 


t 



— esin9). 


(jette équation donnera 9 en t, et comme on a r en 9, on aura, par la substi- 
tution, /• en t. 

Si l’on fait la même substitution dans l’équation entre 4> et r de l'art. Il , 
on aura celle-ci, 


d 't* = 


d 6 y i — e’ 

■ — e’ cosS’ 


(*) Lorsque les formules donnent |>our an une valeur négative, l'équation 4 = a (t — e’) apprend 

D T 

que r est plus grand que l’unité, car b est positif et égal à — : c’est pour celle raison que la trajectoire 
est une hyperbole. (/. Bertrand.) 
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dont l’intégrale est 



sinSV i — ë*\ 
1 — COOS0 ) 


-l- const. 


'7 


Mais on peut avoir la valeur de <t> en 9 sans une nouvelle intégration, par la 
simple comparaison des valeurs de r, laquelle donne l’équation 


b 

i ■+■ e «ni 


= a(t — e cosfl), 


d’où l’on tire, à cause de b — a(i — e ’), 


cos '!> = 


et, de là, 


cos G — e 
I — e cos 'J 


• . ainô r 

sin = i / 1 

i — e cos 0 » 


tan gî = V / (S) tang 5' 


On voit, par ces formules, que lorsque l’angle 9 est augmenté de 36o de- 
grés, le rayon r revient le même, et que l’angle «P est aussi augmenté de 
3Go degrés. Ainsi la planète revient au même point, après avoir fait une 
révolution entière. Or, l’angle S augmentant de 36o degrés, le temps t se 


trouve augmenté de X 3<io°; c’est le temps que la planète emploie 


pour 


tevenir au même point de son orbite, et qu’on nomme le temps périodique . 
Ainsi ce temps ne dépend que du grand axe a a, et il est le même que si la 
planète décrivait un cercle ayant pour rayon la distance moyenne a. Dans ce 
cas, on aurait 


t = o, 



I = ♦ ï 


ainsi le temps serait proportionnel aux angles parcourus. Et si l’on suppose 
g = t , et qu’on prenne la distance moyenne a de la terre pour l’unité des 
distances, les temps seront représentés par les angles mêmes que la terre 
décrirait si elle se mouvait dans un cercle dont la distance moyenne serait le 
rayon, avec une vitesse égale à l’unité. Le mouvement, dans ce cercle, est 
celui que les astronomes appellent mouvement moyen de la terre ou du soleil, 
et auquel ils rapportent communément les mouvements des autres planètes. 


17 . Lorsque l’orbite est hyperbolique, le grand axe a devient négatif, 
et l’angle 6 imaginaire. Pour appliquer les formules précédentes à ce cas, 

Méc. anal. II. 3* 
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faisons 



V— i 


on aura par les formules connues, i étant le nombre dont le logarithme hyj 
holique est i , 



»er- 


et les équations de l'article précédent deviendront 



à cause de e > i . 

18. [.'équation r(i 4- ecos<l>) = b, trouvée dans l’art, la, donne, en 
substituant X pour rcos<t> (art. 15), 

^ b — r a ( I — n’) — r 

e p 

Substituant pour r sa valeur en 9, a(l — e cos ô), on aura 

X = a(cos9 — e), 

et comme Y = yr* — X 5 , on trouvera 

A = a — e’ sinfl, 

expressions fort simples qu'on pourra substituer dans les expressions géné- 
rales de .r, y, z du même article. 

Ainsi il ne s'agira plus que de substituer la valeur de 9 en t, tirée de l'é- 
quation donnée dans l’art. 16, pour avoir les trois coordonnées en fonction 
du temps. 

19. L' angle 9, que nous venons d’introduire à la place de t, est ce qu'on 
appelle en astronomie anomalie excentrique, et qui répond à Y anomalie 

moyenne (t — c) yy, et à Y anomalie vraie <J>; mais les astronomes ont cou- 
tume de compter ces angles depuis le sommet de l'ellipse le plus éloigné du 
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loyer où le soleil est supposé placé, et qu’on nomme aphélie ou apsû/e supé- 
rieure, .au lieu que, dans les formules précédentes, ils sont supposés comptés 
depuis le sommet le plus proche du même foyer, qu’on nomme périhélie ou 
apside inférieure. Pour les rapporter à l’aphélie, il n’y aurait qu’à y ajouter 
l'angle de 180 degrés, ou, ce qui revient au même, changer le signe de la 
quantité c; mais, en prenant l’origine des anomalies au périhélie, on a l'avan- 
tage d'avoir des formules également applicables aux planètes, dont l'excen- 
tricité est assez, petite, et aux comètes, dont l’excentricité est presque égale 
à l’unité, leur grand axe étant très-grand, tandis que le paramètre conserve 
une valeur finie. 


20 . 11 nous reste à déterminer A en t, c’est-à-dire l’anomalie excentrique 
par l'anomalie moyenne; c’est le problème connu sous le nom de problème 
de Kepler, parce qu’il est le premier qui l’ait proposé et qui en ait cherché 
la solution. Comme l'équation entre t et 9 est transcendante, il est impossible 
d’avoir, en général, la valeur de 9 en t par une expression finie; mais, en 
supposant l’excentricité e fort petite, on peut l’avoir par une série plus ou 
moins convergente. Pour y parvenir de la manière la plus simple, nous 
ferons usage de la formule générale que nous avons démontrée ailleurs (*), 
pour la résolution en série d'une équation quelconque. 

Soit une équation de la forme 




/ .9 dénotant une fonction quelconque de fl, on aura réciproquement 


9 = u -\-f .u — 


d- (/■«)« 


d'-Lf-»)' . 

a. 3 du'- _r 


hn général, si l'on demande la valeur d'une fonction quelconque de fl 
désignée par F. S, on fera 

F'. 9 = ^, 

et l’on aura 


F. 9 


-/.«F'. 


2 il U 


F', h] 

2 . 3 fin 1 


{ J / oyez !(•*» Mémoires de Berlin, armees 1 768-69; la Théorie des fourrions, t ha|i . XVI , 1 TC f u 1 lie , 
cl lo Traité de Résolution des étf mirions, note 11. ( .\otr de [mgrange. ) 

3 *. 
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21. Pour appliquer cette formule à l’équation de l’art. !6, on fera 
/.9 = e sinÔ et w = (f — c)y/| s ; 
on aura immédiatement 


Ô ™ u < 


i/.sin'n , f/'.Mii'u 
a du P a. 3 du' 


où il n’y aura plus qu’à exécuter les différentiations indiquées ; mais, pour 
avoir des expressions plus simples, il conviendra de développer auparavant 
les puissances des sinus en sinus et cosinus d’angles multiples de u. 

On aura de même 


e sin u cos u ■ 


, i#.{*in , uco*u) , /i*.(sin’urosu) 


a du 


. 3 du' 


iQ = cos u 


. , , i/.sin’u , i?’.sm‘u 

estn « — e — -7 e — , . ; 

a du a . 3 du 


n . mn u 

tangô = tang« + e— r ■ -h 




d'.- 


a du 


a. 3 du' 


On aura ainsi, par les formules des art. 16 et 17, 


, , . , , d.iin'u . d'.stn'u 

r — a i — ecosw -t- e’ sin’w -+- e — -, h e — s-v-r 

a du a .A du’ 

l (i — ccosw)"-t- ne’ sin’w (i — ecosw)" - ' j 

t ,N _ _ n n * T 

r — u ri . sin* « (i — cvosu)"~ l /’ 

2 fi U * * * ) 

\ . - x - //.si n*w , //*.sin*« 

= a cos if — e(i -h sin ft) — e * 


Y a y/ i — e 2 


sin u -h c sin u cos u -+- e 


du a . 3 du * 

} d. (sin* u cos u) 


—■} 


H- € 


, //*. (sin’ucosu) 
a . 3 //«’ 


a //// 


*«"6? = V/VT^T-) 


h sin’ h 


. d-- 


tane - + îc sin’ 1 -= 

° a a i -f- cos i< a a «« 


//*.- 


i -H co s u 
.3 du* 
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22. On pourait tirer de là la valeur de l’angle <1* par la série qui donne 
l’angle par la tangente, mais on aurait difficilement, de cette manière, une 
série dont on put connaître la loi. Pour obtenir une telle série, il faudra tirer 
d’abord la valeur de l'angle <t> de l’équation 



ce qu’on peut faire d’une manière élégante, en employant les exponentielles 
imaginaires. On aura ainsi cette transformée, en prenant < pour le nombre 
dont le logarithme hyperbolique est l’unité, 



♦ / ^ / 

-y— « — -y— * 

.a* a 

i -+- i 


5 , — 6 y — 

~ V — i — -V— « 


V «-• ’y- 


--V-i 


laquelle se réduit à celle-ci, 


+ /T7 , .»/-ô 

I — 1 / 1 4- « ‘ — 1 > 

♦ V i — <• .«V- 1 . 

< 4-1 I -t-1 


d’où l’on tire, en faisant y = s, 


( i-t-t)i*^ ‘+1-^ 

{i — e) ^ '+i + i 


ou bien, en supposant E = - — - == --r.— , 

* + * l + v'i-c 1 


.'5,'— I .fy 1 — • I F.l 




I — F./ 




Prenons maintenant les logarithmes des deux membres, on aura, en divisant 
par y/— -T , 

<t. = ô -H -j=- /(l — — E»*^); 

v— I V — 1 

réduisant les logarithmes du second membre en série, et substituant ensuite, 
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à l;i place des exponentielles imaginaires, les sinus réels qui y répondent, ou 
aura enfin la série (*) 

<I> = 0 -+- a E sin 9 -t- — - sin a 9 -+- sin 39 -t- . . . . 

ut A 


Il ne s'agira donc plus (|ue de substituer pour 9 sa valeur en u. Si donc on 
fait, pour abréger, 

1 1 = cos u -t- E eos a 1 / -t- E’ cos 3 u -+- . . . , 

on aura 


<1> = u -t- aEsin u 


soi a « 


sin 3 n 


+ ac Eli sin « -t- a e 1 E 


d. (U a in* u) 
2 du 




✓/*. (Uain’n) 
~ÏTdu> f 


On peut réduire la valeur de U à une forme finie, et l'on trouve 

jj ISIS « — F. ( i — y 1 i -h K’) COS « — c 

i — aEcosu4-E’ a (i — ecosii) 

(ics formules ont l'avantage de donner la loi des séries, qui n’était pas connue 
auparavant . 

23. Puisqn'en prenant le plan des .r, y pour celui de l’écliptique sup- 
posé fixe, et supposant l’axe des .t’ dirigé vers le premier point A' A ries, 
l’angle <p est ce qu’on appelle la longitude de la planète, l'angle /( est la lon- 
gitude du noeud, l'angle 4 est la latitude, il est clair que l’angle <1> -t- 
dont a- — h est la projection sur l'ccliptique, sera la longitude dans l'orbite 
comptée du nœud, once qu’on appelle V argument de la latitude , et l'équa- 
tion (art. 7) 

tang($ — h) = cos < tang (<t> t- /■), 

qui donne l’angle ç par <l>, pourra, lorsque l'inclinaison est assez petite, se 
résoudre eu série par la méthode des exponentielles imaginaires employée 
ci-dessus. Il n’v aura qu’à mettre, dans l'expression de <!• en 9, $ — h à la 


(*) Voyez dans les Mémoires de /’ J endémie de Berlin , de 17-6, plusieurs applications de cette 
méthode. ( Notr de ÏMgrttHxc.) 
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place de — > <P -h /• à la place de -, et cos j à la place de », ce qui donnera 


E = 


. < \ * 

si n - 


( sin - \ 

> I 


— ~ ‘ang 3 


et l’on aura 

0 — A = A) — ^tang^ j sin a (<P -f- k) -+- ^ ftang^ sin4 (<t> -4- k) 

— j f tang M sin 6 (<1> -H k) -t- . . . . 

L’équation qui donne 4 en i p (art. 5), 

tan 4 = tang i sin — A), 

pourrait aussi se résoudre de la même manière, mais il en résulterait une 
série moins élégante. On aurait d'abord l'équation en exponentielles imagi- 
naires, i étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est t , 

— i? -*) 

.7/=T ,-*v=t = tanfer * T 1 ’ 

i -4- i 

d’où l’on tirerait 

. ta “B' .— (f - *)yC-7 i 

— t 1 J 

_ , ** n tt ' ^. (> — j — (» — *i ’ 

et prenant les logarithmes, 

i _ uns* ^.( f -A;V^T_ .- 
a è — i 1 

3.8 J 

tang* i r.(y-A)y— .-( ? -A) V '-il‘ 

5.3a \/—l 1 j ’ 


enfin, en développant les puissances des exponentielles imaginaires et y siiIh 
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stituant les sinus qui y répondent, on aurait 

4 = tang i sin (9 — A) -+- [sin 3 (œ — A) — 3 sin (tp — A) | 

-h [sin 5 ($ — A) — 5 sin 3 (<p — A) -t- i o sin (9 — A) |, 

Les séries que nous venons de donner ne sont convergentes qu’à raison de 
la petitesse de l’excentricité e (*) ou de l'inclinaison « , et ne sont, par consé- 
quent, applicables qu’aux orbites elliptiques peu différentes du cercle et peu 
inclinées, telles que celles des planètes et de leurs satellites, il n’y aurait 
d’exception que pour Pallas, une des quatre nouvelles petites planètes, dont 
l’inclinaison sur l’écliptique est d’environ 34 degrés, ce qui donne pour 

( tang ' ^ une fraction encore assez petite; de sorte que la série de la valeur 
de <p en <t> sera très-convergente, mais la série de 4 en <p le sera beaucoup 
moins. 

24. Après le cas où l’excentricité c est très-petite, le problème de Képler 
est encore résoluble analytiquement, dans le cas où l'excentricité est peu 
différente de l’unité, et qui est celui des orbites presque paraboliques, comme 
celles des comètes. Dans ce cas, le demi-grand axe a devient très-grand, et 
l'équation de l’art, lo, 

1 1 — e* 

7 , h~' 

dans laquelle b est le demi-paramètre, donne 



L’équation entre t et 9 (art. 16) étant mise sous la forme 
(t — c) y/^ = Ô — c sinô, 

( * 1 Dans les Me nu h rts de t' Académie des Sciences pour i 8 a 3 , I-iplacc a donné la condition néces- 
saire pour la convcrgenre des séries précédentes. La même question a été traitée depuis par M. Cauchy 
dans les Compte 4 rendus de l’Académie des Sciences, et dans les Exercices d’ Analyse et de Physique 
mathématique de i8jt. L'analyse de M, Cauchy a été enfin développée et complétée par M. Puyseux 
dans le Journal de Mathématiques de M. Liouville, tome XIV; 1849- Foret une Note à la fin du 
volume. Legendre a donné d'ailleurs, dans les Exercices de Calcul intégral, 5 * partie, n° 1 16, une 
sérié beaucoup plus convergente pour exprimer en fonction de — h). Celte série s’appliquerait 
même à la planète Pallas. (/. Bertrand. ' 
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làit von que, lorsque a est très-grand, 9 devient très-petit, de sorte qu'on 

03 * 

peut développer sin9 en 9 — ^ — 

K ri faisant ces substitutions dans l'équation précédente, on aura 

(<-c)v/? = ^-ïX43 + •• + —) 

+ •••)-+-•••» 

oii l’on voit que la quantité 9 est de l’ordre de -G Si donc on fait ù = 

y a . y a 

«•t qu’on ne pousse l’approximation que jusqu'aux termes de l’ordre - ? on 
aura 

((-c)l/»=-0H ~ 9’ + - ( 0 — ~ ©’ T~r r 8* 'i -f- 

' 'Vf a a. 3 a \ 8 4.3 a. 3. 4 . 5 } 

On trouvera par les mêmes réductions, 


, " ng ï = 3 6l- ;p;( e + 3j s ’)’ 

x-!(i-e-) + £(. +;«•). 


Y = \fb 0 0’ . 

v a. Sa 

Soit T la valeur de 0 lorsque a = oc , ce qui est le cas de la parabole; 
on a, pour déterminer T en f, l’équation du troisième degré, 


laquelle donne 


et si l'on fait 


T , 4-3AT = 6(*-c| v rg, 

T = ^3(t — c) y^g -+- \f$(t — c)' g -t- f>’ 
-t- V^3(< — c) y/g — \/g(t— c) J g-t- b' ; 


T' = 


b' T b T» T 

4 + _3 * t ~ 3. 4 . S 

' T) 1 


Méc. anal. II. 
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ou aura 
et, de là, 


f) = T + - + ..., 


'// T'.l 1 /** éT* T* rjvpA 
r=-(è-HT*) + -^-- T -- + TT ), 

<t> T i/Ti'ï T* T'\ 

“"6T= c vî-.(T + TîïS - 5l)’ 

x=;(*-T') + i(ï+^f-TT'), 

v = T v r *-K £ ^- r ^)' 


Mais l'irrationnalité de I expression de T empêchera toujours que ces for- 
iiiules ne soient d'un grand usage dans le calcul analytique des orbites para- 
boliques ou presque par:d>oliqiies. 

25. Il est bon de remarquer, relativement au mouvement parabolique, 
qu'on peut déterminer le temps employé à parcourir un are quelconque de 
la parabole, par une formule assez, simple, qui ne renferme que la somme 
des rayons vecteurs qui répondent aux deux extrémités de l’arc, et la corde 
qui sous-tend cet arc. 

En faisant a infini et 0 = r y b, les formules précédentes donnent 

6 (t — c) y/g = b \fb (St -t- t*), T = tang -» 
ar = b(i -+- r 1 ), aX=£(i — t’), Y — br. 


Marquons par un trait les mêmes quantités rapportées à un autre point de 
la parabole; la différence t ' — t, ou le temps employé à parcourir un arc de 
parabole contenu entre deux points donnés, sera exprimé par la formule 

6 (<’ — t) = b ^b{ 3 t 2 -t- tt'-H t’ 1 ) (t’ — t). 

Or on a 

X = b — /•, Y = ^/a br — b* ; 

et si l'on nomme e la corde qui joint les deux extrémités des rayons r et /•', 
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on aura 

e 2 = (X' — X)’ -+- (Y'— Y)* = (r' — r)* -4- (yji.br'— b' — yj*br - b' ) 2 . 
Soit, pour abréger, 

U 2 =e 2 — (r'— r)*, 

on aura 

U = \Ji br — b 2 — ^2 6r — 6*, 

équation d'où il s’agit de tirer la valeur de b. 

Faisant disparaître les radicaux et ordonnant les termes par rapport à b, 
on a 

A 2 [(r'— r)*-H U 2 1 — AU 2 (r'-h r) -+- ^ = o, 


d'où l'on tire 


L L'fr'+r-t-vTê'r— "ü r ) 

b r)* 4 - U* ] 2 


ou bien, en multipliant le haut et le bas par r' -h r — ^4 r r — U 2 , 

U 2 


b = 


i (r 1 -y- r — V4 rV — U* 


Maintenant on a 
donc 


é» br — b’ 


t b . 

t — T = £, et t -y- r - 


, i(r-hr') , IJ* , 

— ï 3 7F” 


donc 


6(1'— t) \/g= ' + r ) _ U ’h 


substituant la valeur de b, cette quantité devient 


[ a (r -4- r') -4- y/4 rr ' — U 2 ] ^2 (r'-4- r) — ^yj^rr ' — U 2 . 

Donc enfin, en remettant pour U 2 sa valeur, et faisant r r' = j , on aura 


,/ , (ai 4- vV — i-’ i Va* — a v'*’ — •»* 

êTT" 
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expression qui peut se mettre sous la formp suivante, plus simple, 

' — 1 — ’ 

6vg 

romme on peut s’en assurer en prenant les carrés. 

26. Cette formule élégante a été donnée d’iibord par Euler, dans le 
septième volume des AtisceUanea Bcrolinensis. On pourrait la déduire du 
lemme \ du troisième livre des Principes mathématiques, en traduisant en 
analyse la construction par laquelle Newton détermine la vitesse qui ferait 
parcourir uniformément la corde d’un arc de parabole, dans le même temps 
que l'arc serait parcouru par une comète, et en observant que dans la para- 
liole la demi-somme des rayons vecteurs qui aboutissent aux extrémités d un 
are quelconque est toujours égale au rayon vecteur qui aboutit au sommet 
du diamètre mené par le milieu de la corde parallèlement à l'axe, plus à la 
partie de ce diamètre interceptée entre l'arc et la corde; d’où et du lemme IX 
on tire la valeur de ce dernier rayon, exprimée par la corde et par la somme 
des rayons vecteurs qui répondent à ses deux extrémités. 

On verra plus bas comment on peut étendre la même formule au mouve- 
ment elliptique ou hyperbolique (*). 

27. Enfin l'équation entre 0 et / est toujours résoluble par approxima- 
tion, lorsqu’on suppose le temps t très-petit; on a alors pour 6, et, par con- 
séquent, pour toutes les variables qui en dépendent, des séries ordonnées 
suivant les puissances de t, et qui seront d'autant plus convergentes que la 
valeur de t sera plus petite. Mais, dans ce cas, il est plus simple d’en tirer la 
solution directement des équations différentielles en .r, y, z et t de l'art, fl, 

en v faisant R = — , • 

r' 

(*) La formule Hâtive au temps nécessaire pour parcourir un arc de parabole a été souvent attri- 
buée à Lambert, qui, en effet, y est parvenu en 1761 sans avoir eu connaissance du Mémoire d'Euler 
où elle m* trouve démontrée, et qui date cependant de 1744* I -«grange lui-même a partage longtemps 
l’erreur dont nous parlons, car, dans son premier Mémoire sur la détermination de l’orbite des 
comètes, il dit, à propos de son théorème : « M. I.ambert est parvenu à un des théorèmes les plus 
élégants et les plus utiles qui aient etc trouvés sur ce sujet, et qui a en même temps l'avantage tir 
s'appliquer aux orbites elliptiques. • Cette phrase a été imprimée en 1780, c’est-à-dire trois année* 
avant la mort d’ Euler, qui n'a jamais réclamé son droit de priorité. Dans les Mémoires de Berlin 
pour 1771, Lambert cite le même théorème, et s’en attribue la decouverte. (/. Bertrand . } 
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lin regardant les variables .r, y, z connue des fonctions de t, et supposant 
cju’elles deviennent ,r -+- x', y -+- y ' , z -+- lorsque t. devient t. -t- on a 
en général, par le théorème connu, 


,_dx , d'x t" d'x I'* 

X — 3t l TF a "*■ dt' a. 3 

. d'y t* d'y t^ 

■~di ^ dF a 3? a. 3 


rfz , t'» 

dl 1 ‘ + ‘ dt' i 


d'z 

dt ' a. 3 


et il ne s'agira que d’y substituer les valeurs des différentielles de r, /, z, 
déduites des trois équations 


djx 

di' 



d'y 

dF 




— O, 


auxquelles on pourra joindre, pour simplifier le calcul, l'équation eu r de 
l'art. 10, 


allr 1 


agi 


r'dr' 

dt’ 


= !)’ 


laquelle, étant différentiée et divisée par irdr , donne 

aH 


K d. rdr 

r ~dï'~ ~ °’ 


rdr 


d’oii, en difiérentiant de nouveau et faisant, pour abréger, s = ^ , on a 
celle-ci. 


dt 


gs 

T -t- 3 = ». 


laquelle est tout à tait semblable aux précédentes. 

On aura ainsi, par des différentiations et des substitutions successives, 


d'x 


d'x 3g.f 

fl 

fix 

lïd ~~ 

_ 

r* ’ 

II 

"*l 

1 

r’ 

dt' 

d'x 

1 3g ds 

3.5 gs' c* \ . 


.3g s dfr 

w — 1 

dt 

- r v- r . - 

— ir 

1 

tl 

f 3.3. 

5g sds , 3.5.ygi* 


3-5g’ <\ 

dt ' 

1 P 

HT ^ ' r' 


r* J'" 


3.3g ds 

3.3.5 gs' g*\ 

(Li 


-H 

{~p~ dt 

"r— + P ) 

(U 

y 


et ainsi de suite. 
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On aura de pareilles expressions pour les différentielles de y et s, en chan- 
geant seulement x en y et :. 

28. On léra donc ces substitutions, et comme les quantités x , y, z et 
leurs différentielles se rapportent, dans ces formules, au commencement du 
temps si on y change t' en t, et qu’on désigne par x, y, z, r, s les valeurs 
de x, y, z, r, s qui répondent à t = o, et qu’on suppose, pour abréger, 


T — i — 8 - 1 ‘ i 3 ■ 5 g»* . f*\ 

1—1 r’ a**" r* r T + r'|>.3.f 

/ 3.3.5g «3s 3.5.7gs* 3.5g’s\ t‘ 

_l_ \ r : 3/ r* r 1 / a. 3. 4-5 


3.5g «3s 3.5.jgs‘ 

3.5g's\ 

r’ rit r* 

r* ; 

a. 3 ^ r* a. 3. 4 ‘ 

^ 3 . 3 g fis 
fit 


on aura ces expressions: 


, r 3 x 

x==xI 


y — y T ■+■ ^ V , 


T . « * tr 

s = ïT + 37 V 


A l’égard des constantes s et que renferment ces expressions, il est bon 

de remarquer qu'elles se réduisent immédiatement aux constantes D et H, 
d’où dépendent les éléments a, b, c de l’orbite elliptique, comme nous 
I avons vu dans l’art. 8. Car, en rapportant an commencement du temps t 
les deux équations en r de l’article précédent, on a 

a.ÿ-*-. H. 

savoir : 

s’= agr -H a Hr J — D’, 


et substituant pour H et Lf 1 leurs valeurs — » et gft (art. Il»), on aura 



d’où l'on tire 

i i 3s j r* s’ 

a r g dt’ a g 

On voit par là que les quantités T et V ne dépendent que de la figure de 
l'orbite, et nullement de la position de son plan. 
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29. Gomme la quantité ou s , est déterminée par une équation diffé- 
rentielle semblable à celles qui déterminent x, on aura aussi pour cette quan- 
tité une expression semblable, en changeant seulement x et en s et 
On aura ainsi 


s 


rdr 

Ht 


= s i' -t- 



De là, en intégrant et ajoutant la constante r 3 , 

r 3 = r 3 ■+■ as fTdt -+- JV<&, 


oit les intégrales doivent être prises de manière qu’elles soient nulles lorsque 
/ — o. On aura ainsi, en substituant les valeurs de T et V, et ordonnant les 
termes par rapport aux puissances de t, 


r 3 = r 3 -)- as t -h zr t 1 

at 

/ÿgsf/» i5gs» 

~^\r l dt r’ 


8 » £ 

' r* 3 ' \ 
g>\ 

r* J 3.4.5 


f 3gs’ 


g j!_ 

r> Ht ) 3.4 


Gette expression de r 3 doit être identique avec celle que donneraient les 
valeurs de x, y, 2 ; car, puisque r* = x 1 -4- y* z 3 , on aura aussi 

r 3 = (x 3 h- y* -h z , )T*-f- a l - dx -±lÿ±l^ TV ■+■ **±!%±** y». 


Or 


*’+y’+ e 3 = r 3 , 


et 




\d\ 4- y d\ + zdj. rdr 

Jt ‘ -jj- = S , 


= * tt + T < art - ») = ~dr + ; ( art - 2? ) = Ï + * 


//s 


dl' 


de sorte qu’on aura 

r 3 =r 3 T 3 -t- asTV + ^J + Av , f 
valeur qui coïncide avec la précédente. 
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§ II. — Détermination des éléments du mouvement elliptique ou parabolique. 

30. Dans la théorie des planètes, on nomme éléments les six quantités 
constantes qui servent à déterminer la figure de l’orbite, sa position par rap- 
port à un plan fixe qu'on prend pour celui de l'écliptique, et l’époque ou le 
moment du passage par l’aphélie ou par le périhélie. 

Soient, comme dans le paragraphe précédent, a le demi-grand axe ou la 
distance moyenne, et b le demi-paramètre; ces deux éléments déterminent 
la figure de l’orbite, et si l’on nomme c l’excentricité, ou plutôt le rapport 
de la distance des deux foyers au grand axe, on a 

b = a( i — é 1 ) , 

et, par conséquent. 



Soit, de plus, c le temps qui répond au passage de la planète par le péri- 
hélie ; cet élément, avec les deux précédents, servira à déterminer le mouve- 
ment elliptique, indépendamment «le la position de l’orbite dans l’espace. 

Pour déterminer cette position, soit k la longitude du périhélie comptée 
depuis la ligne des nœuds, c'est-à-dire l'angle que la partie du grand axe 
qui répond au périhélie fait avec la ligne d’intersection du plan de l'orbite, 
a\ee un plan fixe; cet élément détermine la position de l'ellipse sur le plan 
de l’orbite. 

Soit enfin i l’inclinaison de ce plan sur le plan fixe auquel on le rapporte, 
et qu’en astronomie on prend ordinairement pour l'écliptique; nous le pre- 
nons dans nos formules pour celui des coordonnées x , y, et soit h la longi- 
tude du nœud, c’est-à-flire l'angle que l'intersection des deux plans fait avec 
une ligne fixe, que les astronomes supposent dirigée vers le premier point 
d ' A ries, et que nous prenons pour l’axe des x. 

Ces six quantités b, c, /«, i, k sont les éléments qu'il s’agit de déter- 
miner, d’après «pielques circonstances du mouvement elliptique donné. 

51. I,e cas le plus simple de c* problème est celui où l'on connaît la 
position du mobile, sa vitesse et sa direction dans un instant «quelconque 

donné. Dans ce «as, les données sont les valeurs de x, y, z, y t pour 
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un iastunt donné, valeurs que nous désignerons par les lettres romaines x, 
y, z, i v > et il s’agira d’exprimer par ces six quantités les six élé- 
ments a, b, c, k, h, i. 

[.'art. 9 donne d’abord, en mettant — - à la place de f Rdr, et changeant 

dx fly dz 


j en 
dt 

X, y 

, z. 

r ’ Ht 

A = z 

rfy 
dt ~ 

- y 

dz 

HJ' 

B = z 

dx 


dt 

dt “ 

- X 

Ht’ 


dy 


dx 

G = x 

dt “ 

- y 

dt ’ 


et les art. Il et 1.3 donnent 

A = D sin « sin h, B = F) siu i cos h, C = D cos », 

D = y /p, 


H = — — • 

a a 


On aura ainsi immédiatement, par ces formules, les valeurs du demi-axe a, 
du demi-paramètre b , d’où l’on tire l’excentricité e = y / 1 — *1 et les angles 
b et »’; et il ne restera qu’à connaître les quantités c et k. 

32. Il est bon de remarquer que la valeur de a et celle de b peuvent se 
réduire à une forme plus simple. En effet, il est clair que x' 1 -+- y" ■+- z' 1 est 
le carré de la vitesse initiale, laquelle étant nommée u, on aura 

K *1 U* 

a r g * 

d’où l’on voit que le grand axe de la section conique, et par conséquent 
aussi le temps périodique (art. 16), ne dépendent que de la distance primi- 
tive du corps au foyer attractif, et de la vitesse de projection. 

A I egard du paramètre a b, on a réduit, dans l’art. 1 1 , la quantité D k la 

forme — > où est l’angle décrit par le rayon r dans l’instant dt; de 
ASfr. anal. II. 5 
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• 1 • 1 |» ^ (|) 

sorte que ra«l> est le petit are décrit par le même rayon, par conséquent -j^ 

est la vitesse perpendiculaire à ce rayon, et que le corps a pour tourner 
autour du foyer. 

Si l’on désignait cette vitesse de rotation par v, on aurait 


et, par conséquent, 


rV<t> 

dT = ry = Vg*> 




Ainsi le paramètre a b ne dépend que du rayon r et de la partie de la 
vitesse //, par laquelle le corps tend à tourner autour du foyer vers lequel 
il est attiré. 


53. Pour trouver la valeur de l élénient c, qui détermine le temps du 
passage par le périhélie, on remarquera que cette constante n'est entrée dans 
le calcul que par l’intégration qui a donné la valeur de r en t (art. 16). 

Donc, si l’on dénote par 3- la valeur de 9 qui répond à t = o, on aura 
par les formules de l'article cité, en y faisant / = o, ce qui change r en r 
et 9 en 3, 

— c = y^(3 — esin3), r = a(i — ecos3l- 

Ainsi on aura par l’élimination de 3 la valeur de r en r, puisque a et e sont 
déjà connues. 

Enfin, |>our déterminer le dernier élément k, qui est aussi entré par l'inté- 
gration de l'équation entre r et <1> (art. 15), on remarquera d'abord que l’on 
a (art. 4), en changeant x , v en x, y, et rapportant l'angle <p au commence- 
ment de /, 

l = tang?. 

Ensuite l'art. 7 donne 

tango. = 

° coai 


De sorte que A et i étant déjà connus, on aura par l'angle intermédiaire <p, 
l'angle ‘t* en x et y ; et de là on aura k par l’équation de l'art, là rapportée 
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ii r instant où t = o, 

COs(*-*) = ^-l). 


3 r > 


34. Si l'on connaissait deux lieux du mobile dans sou orbite, avec le 
temps écoulé entre les instants oit il a occupé ces deux lieux, on aurait aussi 
six données par les coordonnées qui répondent aux deux points donnés de 
l’orbite, et les six éléments seraient aussi déterminés par les valeurs de ces 
coordonnées; mais l'expression transcendante du temps empêcherait de 
donner une solution générale et algébrique du problème. On pourra seule- 
ment le résoudre par approximation, si l’intervalle de temps entre les deux 
lieux est assez petit, en faisant usage des formules de l'art. 19. 

Soient x, y, z les trois coordonnées du premier lieu dans l’orbite, et x' , 
y', i! celles «lu second lieu; en prenant t pour le temps écoulé entre les j»as- 
sages du mobile par ces deux lieux, on aura, en général (art. 28 1 , 


x'= xT-t- 


dx 

Tt 


/ , P dy 

= y r +-3? v > 


t ras Ht. yr 

* =7 ‘ + ï'' 


Supposons qu’on ne veuille porter la précision que jusqu’aux troisièmes 
puissances de t , on aura 




8 *! _i_ 1<V 'J 

r* a r" 6 ’ 




« i‘. 

r* 6 


Gomme l’expression de T renferme la constante 

rdr xdx -t- vdv -h r.dz 
S — - A - — iJT ’ 

on commencera par la déterminer en ajoutant ensemble les trois équations 
précédentes, après avoir multiplié la première par x, la deuxième par y, et 
la troisième par z; on aura ainsi l’équation 

xx'-p yy'-f- zz' = r 5 T -t- sV, 

d’où l’on tirera la valeur de s qu’on substituera ensuite dans l’expression 
de T. 

Les valeurs de T et de V étant connues, les mêmes équations donneront 
les valeurs des différentielles ^ ; ainsi le problème sera réduit au 
cas précédent. 
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35. Enfin, si l'on ne connaissait que trois rayons vecteurs r, r', r", avec 
les temps t et t ' écoulés entre les passages par r et r' et par r et r", on pour- 
rait encore déterminer l'orbite par les formules de l’art. ‘29, en supposant 
les temps r et t' assez, petits. 

Car, en faisant / = o dans la valeur de r 1 , et ne poussant les séries pour 
les valeurs de r' 2 et r* 1 que jusqu’aux t 1 et /'*, on aura 


r‘ — r 




,, d * 
8+ ' rü' 


équations d’où l’on tirera les valeurs r, s et • Ces deux dernières donnent 
tout de suite, par les formules de l’art. 19, 


I I ri s 

a r g rit’ 



ensuite on aura l’angle II compris entre le rayon r et celui du périhélie, 
|>ar la formule (art. 15) 

h 4 — r 
cos II = , 


e étant = y/7— 

Si l’orbite était une parabole, on aurait « = ac , et, par conséquent, 
alors il suffirait de connaître deux distances r et r'; la première 


donnerait la valeur de r, et la seconde la valeur de s, par l’équation 




36. la» éléments des planètes sont assez connus ; c’est par des observa- 
tions de longitudes et de latitudes qu’on les a déterminés, et la petitesse de 
leurs excentricités et de leurs inclinaisons sur le plan de l’écliptique a beau- 
coup contribue à faciliter ces déterminations. 

En prenant ce plan pour celui des x et y, les angles <p et -vj, (art. 4) repré- 
sentent, l’un la longitude du corps, et l’autre sa latitude; et nous avons 
donné dans les art. 22 et 23, pour les valeurs de f et 4 en t, des séries qui 
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sont d'autant plus convergentes, que l’excentricité e et l’inclinaison i sont 
plus petites. En prenant six observations, trois de longitude et trois de lati- 
tude correspondante, on en général de longitude ou de latitude, à des 
instants donnés, on aura six équations par lesquelles on pourra déterminer 
les six éléments, du moins pour le soleil et la lune qui tournent immédiate- 
ment autour de la terre. 

Pour les autres planètes qui tournent autour du soleil, le calcul est un 
peu plus compliqué, parce que l'observation ne donne immédiatement que 
les longitudes et latitudes vues de la terre, qu’on nomme géocentrûjues : 
mais, en supposant le mouvement du soleil connu, on peut toujours déduire 
de chaque observation une équation ; de sorte que six observations suffiront, 
à la rigueur, pour la détermination des six éléments. 

Ce problème est surtout important pour les comètes dont les éléments, 
lorsqu’elles paraissent, sont tout à fait inconnus; aussi depuis Newton, qui 
a le premier tenté de le résoudre, il y a peu de géomètres et d’astronomes 
qui ne s'en soient occupés. Ne pouvant établir l’approximation sur la peti- 
tesse de l’excentricité et de l'inclinaison, comme pour les planètes, ils ont 
tous supposé que les intervalles de temps entre les observations sont très- 
petits, et ils ont donné des méthodes plus ou moins approchées pour déduire 
les éléments des comètes de trois longitudes et d’autant de latitudes obser- 
vées. Comme celle que j'ai proposée dans les Mémoires de Berlin, pour 
1783, me parait offrir la solution la plus directe et la plus générale du pro- 
blème des comètes, je crois pouvoir la donner ici, mais un peu simplifiée et 
accompagnée de remarques nouvelles; elle fournira une application impor- 
tante des principales formules que nous avons développées dans le para- 
graphe précédent. 

g III. — Sur lu détermination des orbites des comètes. 

37 . Soient, dans un instant quelconque, R la distance de la comète à la 
terre, et /, m, n les cosinus des angles que la ligne ou le rayon visuel R lait 
avec trois axes perpendiculaires entre eux et supposés fixes dans l'espace ; 
on aura R/, Rm, R« pour les trois coordonnées rectangles de la comète, 
parallèles à ces axes et ayant leur origine dans le centre de la terre. La quan- 
tité R sera l’inconnue, mais les trois quantités /, m, n seront connues par 
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l'observation de la comète, et devront être telles, que l'on ait la condition 


P -+- ni 1 — /»* = i , 

parce que par l’hypothèse on doit avoir 

R*=(H/)*-t-(R<ji)*-t-(R»)*. 

Soient de même p, A, u , r les quantités correspondantes relativement au 
soleil, en sorte que pA, pu, p» soient les coordonnées rectangles du lieu du 
soleil par rapport à la terre, et parallèles aux mêmes axes; ces quantités 
doivent être censées connues par le calcul du lieu du soleil dans le même 
instant de l’observation de la comète, et l’on aura aussi la condition 

A 3 -t— A 4 5 -f- v 3 = l . 

Enfin soient x,y, z les coordonnées rectangles du lien de la comète par 
rapport au soleil, parallèles aux mêmes axes, et r le rayon vecteur de son 
orbite autour du soleil: il est visible qu on aura ces trois équations : 

a’ = R / — pA, y — R //« — pu, z — Un — p»; 

et connue r 1 — .r 3 -+- Y* -h s’, on aura 

r 3 = R’-f- p 3 — a Rp(/A -t- ni u -+- nv). 

Or on sidt que l’expression /A -t- mu -t- ni est celle du cosinus de l'angle 
formé entre les deux rayons R et p, partant du centre commun de la terre et 
dirigés, l’un à la comète, l’autre au soleil; de sorte que si l’on désigne cet 
angle par <r, on aura 

r 3 = R 3 — a Rpcos? -t- p 3 . 

Si donc on a trois observations de la même comète, laites à des intervalles 
«le temps connus, on aura trois systèmes pareils d’équations qui contiendront 
chacun une nouvelle inconnue p, et les propriétés de la parabole (*) donne- 
ront trois autres érjuations. 

38. Ce «qui se présente de plus simple pour eet objet, est d'employer la 

(•) C’est-à-dire les propriétés du mouvement parabolique développées plus haut. (J. Bertrand. | 
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formule donnée dans l’art. 25, par laquelle on a le temps que la comète 
emploie à décrire un arc quelconque exprimé par la corde de l’arc, et par 
la somme des rayons vecteurs qui aboutissent à ses deux extrémités, et 
dégagée de tous les éléments de l'orbite; car les trois intervalles de temps 
entre les trois observations, prises deux à deux, donneront les trois équa- 
tions demandées. 

Nous marquerons par un trait les lettres qui désignent les quantités ana- 
logues dans la seconde observation ; nous aurons ainsi 

r' a =JV’ — a R'p' coscr' 4 - p ,J et s = r 4 - r'. 

Pour la corde u de l’arc parcouru par la comète, dans l’intervalle des deux 
observations, il est clair qu’on aura 

u 3 = (x'- .r) 5 -+- (f - .r) 1 (*' - zY 

= — a{xr'-h vr'-f- zz'). 

En substituant pour .r, _y, z et pour v', y’, z' leurs valeurs, on aura 

x.r' yy' 4- zz' = RR'{//'4- mm' 4- nn) 

4- pp (AA* 4- ,u.u - 1 - r» / ) — Rp , (/A , 4- mu 4- «/) 

— R'p(/'A 4- rn' u 4- «'»). 

Or, par les théorèmes connus, l’expression II' 4- mm -y- nn doit représenter 
le cosinus de l’angle compris entre les deux rayons R et R' partant du centre 
de la terre et dirigés aux deux lieux de la comète dans les deux observations ; 
de même, m' 4- mu' 4- v/ sera le cosinus de l’angle formé au centre de la 
terre par les deux rayons p, p dirigés aux deux lieux du soleil, et ainsi des 
autres expressions semblables. 

Donc si, pour plus de clarté, on imagine que les deux lieux apparents de 
la comète soient marqués sur la surface de la sphère par les lettres (1, C\ 
et lie même les lieux apparents du soleil par les lettres S, S', et qu’on joigne 
par des ares de grands cercles les quatre points G, G', S, S', il est évident 
que les arcs CS, C’S’ représenteront les angles que nous avons dénotés par 
7 et <r'; que les arcs CC’ et SS' représenteront les angles dont les cosinus, 
sont 

//'-H nun' - 1 - nn et AA’ 4- uu' 4- vv', 
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et (iii’enfm les ares CS' et C'S représenteront les angles dont les cosinus sont 

lh' -b m,u -b nv' et /'a -+- m! n. -f- /»'». 

Ainsi, en considérant le quadrilatère sphérique CC/SS', qui est censé donné 
par les deux observations de la comète et par les deux lieux calculés du soleil , 
on aura 

r’ — II 1 — allpcos(CS) -t- />*, 
r' J = R'* — aR'p'cos(C'S') -f- p", 

«’ = r’-+- r'* — a RR' cos (GC') — a pp' cos (SS') 

-t- a Rp'oos(GS') -+- all'pcosfC'S); 

donc, comme la différence /' — t des temps t et t' qui répondent aux deux 
observations, c’est-à-dire leur intervalle en temps, est censée donnée, on 
aura, par la formule de l’article cité, l’équation 

; . (r + r 1 •+- «)* — ( r -b r ' — u)’ 

6T - , 

dans laquelle il n’y aura d’inconnues que les deux distances R et R'. 

Si l’on a une troisième observation, pour laquelle les quantités analogues 
soient désignées par les mêmes lettres marquées de deux traits, on aura, par 
la comparaison de la première observation avec celle-ci, une deuxième équa- 
tion tout à fait semblable, dans laquelle les lettres marquées d’un trait dans 
l’équation précédente, le seront par tleux traits, et qui ne contiendra que les 
deux inconnues R et R' . 

On aura de même une troisième équation semblable, par la comparaison 
de la deuxième observation avec la troisième, en ne faisant que marquer 
d’un Irait, dans la première équation, toutes les lettres qui n’ont point de 
trait, et de deux traits toutes celles qui en ont un : ainsi cette troisième équa- 
tion ne contiendra que les mêmes inconnues R r et R*; de sorte que les trois 
équations ne contiendront que les trois inconnues R, R', R", et suffiront 
pour les déterminer. Mais, quoique ces équations se présentent sous une 
forme assez simple, leur résolution ofïre des difficultés presque insurmon- 
tables, parce que les inconnues y sont mêlées entre elles et renfermées dans 
différents radicaux. 
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39. Au reste, si l'on pouvait parvenir d'une manière quelconque à trouver 
les valeurs des rayons R, R', on aurait tout de suite le demi-paramètre b , 
qui, dans la parabole, est égal au double de la distance périhélie, par la for- 
mule (art. 23) 

sjr + f 1 — ^(r - t- r')' — u*]’ 

et comme on a, en général (art. 10), l'équation C s -+- Ax -+- By — o, dans 
A R 

laquelle g = sm h tang/, ^ = — cos h tangi (art. 11), on aura ces deux-ci : 


z — (xsi n/t -H .r cos A) tang t — o, 
z' — ( x ' sin A y' cos A) tang i = o, 

d'où l’on tirera facilement les valeurs de tangi et tang A, ce qui donnera la 
position du plan de la parabole, relativement au plan qu’on aura choisi pour 
les axes des x et y. 

On peut même remarquer que, par le moyen de ces équations, qui dépen- 
dent de ce que l'orbite de la comète est supposée dans un plan passant par 
le soleil, on peut d'abord réduire les trois inconnues à deux seulement. 

En effet, si l’on fait, pour abréger, 


L = tang i sin A, M = tang i cos A, 
on aura, en substituant les valeurs de .r, y , r, l’équation 

Rn — pv = I, (R / — pA) -t- M (Km — pu), 


d'où l’on tire 



>. L — g .M 
ÏL — miM ’ 


et I on aura de même les expressions de R' et de R", en marquant d’un trait 
et de deux traits les lettres, à l’exception de L et M, qui sont les mêmes pour 
toutes les observations. 

De cette manière, les trois inconnues R, R', R" seront réduites aux deux 
I, et M, de sorte qu’il ne faudra employer que «leux équations pour leur 
détermination, ce qui simplifie un peu la solution du problème. 

10. Pour la simplifier davantage, il ne parait pas qu’il y ait d’autre moyen 
«pie de sup|>oser les intervalles de temps entre les observations assez, petits 

i* fce. anal . II. 6 
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pour qn’on puisse négliger plusieurs termes comme insensibles, ce qui ne 
donnera d'abord qu'une solution approchée, qu’on pourra rendre plus 
exacte ensuite, par de nouvelles corrections. C’est aussi ce qu’on a fait jus- 
qu’ici dans toutes les solutions qu'on a données de ce problème. 

En appliquant cette hypothèse à la solution précédente, la corde u devien- 
dra très-petite, et en ne retenant (pie les deux premiers termes des radicaux 
qui entrent dans l’expression du temps t ' — t, écoulé entre les deux pre- 
mières observations, on aura 


ce qui donne 




«»■<■- 


* V £ 


w*( r ■+■ r ') = 4 g(t'— ty. 


et il n’y aura plus d’autres radicaux dans cette équation, que ceux qui 
entrent dans les expressions de r et r’; mais les équations entre les trois 
inconnues R, R', R", ou entre les deux L, M, seront encore trop compli- 
quées pour qu’on puisse les employer avec succès. 

On peut conclure de là que ces inconnues ne sont pas celles dont l’emploi 
est le plus avantageux dans la question présente; et lorsqu’on ne demande 
d’abord qu’une solution approchée, il est beaucoup plus simple de faire 
usage des formules que nous avons données dans l art. 28, pour le cas oii 
l’on suppose le temps / très-petit. 

il. 1 ’our appliquer ces formules à la détermination de l’orbite des 
comètes, il n’y aura qu’à y substituer à la place x, r, z les expressions don- 
nées dans l’art. ,T7; on aura ainsi, en général, 

R/ — pA = xT -t- ^ V, 

R/n — pu = y T + ^ V, 

Rn — pr = z T ^ V, 

oit les quantités x , y , z, \ répondent au commencement du temps t 
et sont regardées comme constantes, et où T et V sont des fonctions ration- 
nelles de t . et des constantes r, • 

’ rit tU' 
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Comme le commencement du temps t est arbitraire, on peut le fixer au 
moment de la première observation; or, en faisant t = o, on a 

T — i et V = o ; 

donc ou aura pour la première observation ce premier système d'équations, 

Kl — pA = x. 

Km — fft — y, 

R« — p» = i. 

Pour la deuxième observation, distante, de la première, du temps t, on aura, 
en marquant d’un trait les lettres R, /, ni, n, p, A, u, », ce second système 
d’équations, 

ry — yy = xT-t- Jv, 

RW-pV=yT-h^V, 

R'n' — pV =zT -h Jv. 

On aura des équations pareilles pour la troisième observation, distante, de 
la première, du temps t', en marquant de deux traits les lettres marquées d’un 
trait dans les dernières équations, et d’un trait les lettres T et V, pour indi- 
quer que le t dont elles sont fonctions doit être changé en t'; on aura ainsi 
ce troisième système d’équations, 

R"/» —pV = xT'+ Jv', 

R"/n''-pV'=yT'+ÿv', 

R’»' — pV = zT' -hÿv'. 

On peut éliminer des premières équations de chacun des trois systèmes, 
les deux constantes x et et faisant, pour abréger, 

TV'— VT'= V", 

on aura 

(R/ — pA)V ff — (RT — p'A') V'-t- (R'Y — p ff A") V = o. 

Mèc. anal. II. 6*. 
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Kliminant de même les deux constantes y, des secondes équations des 
mêmes systèmes, on aura 

(Rm — p«)V' — (R'm' — pV)V'+- (R"T — pV) V = o, 

et l’élimination des constantes i, des dernières équations de ces systèmes 
donnera pareillement 

(R/i — p»)V w — (R'n' — pV) V'-t- (RV'— pV)V = o. 

De ces trois équations on tire 

n _ oTV— pT'v— p’r'v 
11 — GV 

, p r,v»_ pT’.v+^v 
' — GV 7 ’ 

pr,v*-. a T',v + p»r,v. 

GV ’ 

en supposant, pour abréger, 

G = Im'i i"-t- nin'l" ■+• ni' m * — In' in” — ml' n " — uni ‘ l " , 

et en dénotant par r, r’, r" ce que devient G lorsqu on y change /, ni, n, 
respectivement en A, n, », en A', u\ *' et en A*, u” , en dénotant de 
même par T,, l v ,, r',, et par r„ r",, r’, ce que G devient en faisant subir 
les mêmes changements aux quantités ni' , n', ainsi qu'aux quantités ana- 
logues l ", m", n". 

Maintenant les trois observations donnent aussi (art. 37, 38 1 les équations 
R 1 — jRpcos(CS) -H r 5 , 

R' 3 — aR'p'cos(C'S')-i-p'* = r'*, 

R' 1 - a R'p" cos(C*S ff ) -+- p"’ » r'*. 

Donc, si l’on y substitue les valeurs précédentes de R, R', R", on aura trois 
équations finales qui ne contiendront que des quantités connues, avec les 
quantités V, V', V" et r, r', r" , qui sont données en fonctions du temps et 

des trois constantes r, s, d’où dépendent les éléments de l’orbite (art. 28. 

29) ; de sorte qu'on pourra déterminer ces trois constantes. 
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42. En ne poussant l’approximation que jusqu'aux quatrièmes puissances 
rie t, on a 


v = *-g & ' 


4 r * 


et, de même, 


,,, , i' 1 

V=f — * 67* S» JT‘ ; 
et comme V*= TV' — VT', on trouvera 




» 4r* 


En faisant ces substitutions dans les valeurs de R, R', R", et supposant 
t' = mt, le coefficient m étant donné par le rapport des deux intervalles 
entre les trois observations, il est clair que la quatrième dimension de t dis- 
paraîtra par la division, et qu’aiusi il suffira d’avoir égard à la troisième dans 
les valeurs de r' et r". 

Or on a, en général, aux t * près, 


fis 


r! =r , + is( + ^t’-|î- 1 / , + ...; 


mais nous avons supposé que la première observation répond à t = o. et 
que les deux suivantes répondent aux temps t et t' = mt; ainsi on aura 


— r ’, r' s =r*-t- ast 


■ ' /s , 


r ¥, = r’ -t- a mst -+- m* ~ t~ — m* t‘ 

tll or 


On fera donc ces substitutions dans les trois dernières équations de l’ar- 
ticle précédent, et rejetant les ternies qui contiendraient des puissances de t 
supérieures à la troisième, on aura trois équations entre les trois inconnues 

r, s et ^ » dont les deux dernières n’y paraîtront que sous la forme linéaire, 

de sorte qu’il sera très-facile de les éliminer et de réduire le problème à ime 
seule équation en r. C’est en quoi consiste le principal avantage de la méthode 
que nous proposons. 

Si l’on voulait pousser l’approximation plus loin et avoir égard à un plus 
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grand nombre de termes dans les valeurs de V, V', V', r' 1 , r" 1 , on aurait 
des liquations où les inconnues s et ~ ne seraient plus linéaires, niais mon- 
teraient successivement à des dimensions plus hautes, ce qui rendrait leur 
élimination plus difficile et l'équation liliale encore plus compliquée. 

43. Pour donner là-dessus un essai de calcul, nous nous contenterons 
d’avoir égard, dans les valeurs de V, V', V", aux troisièmes dimensions 
île t et de t ' , ce qui fera disparaître les ternies affectés de l'inconnue s; nous 
tèrons, pour plus de simplicité, g = I , en prenant la distance moyenne de 
la terre au soleil pour l'unité des distances, et représentant les temps par les 
mouvements moyens du soleil (art. 23) ; et supposant t'— rut, nous aurons 


v = t- 

6r’ 

V"= (m — t)f — 


V'= mt — 

(». — !)»<» 
fil* 


tir’ 


Les valeurs de R, R', R" deviendront ainsi de la forme 

. R _ 6P r* — Q t* 

" [6(/n — i)r* — (« — i)*f ! )G ’ 

n/_ 

|6(m — i)r* — (m — ipf’JG’ 

n»_ t»P«r’— Q,f* 

[6{m— î)r* — («. — i)’t* JG ’ 

en supposant, pour abréger, 

P = (m — i)pr — mp'r'-h 
Q = (m — i)* p r — /»yr'-t- p"r w , 

et dénotant par P ( , Q, et P,, Q, ce que P et Q deviennent en y changeant 
r, P', r" en r,, P,, r\ et en r„ P,, r;. 

Ces valeurs de R, R', R", distances de la comète à la terre dans les trois 
observations, ne contiennent, comme l’on voit, que la seule inconnue r, 
rayon vecteur de la comète dans la première observation. Si donc on sub- 
stitue la valeur de R dans l’équation (art. 23) 

R’ -H aRpcosfCS) -h p J — r% 
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ou aura une équation finale en r, laquelle montera au huitième degré, et le 
problème sera réduit à la résolution de cette équation. 

Ayant trouvé la valeur de r, on aura par les formules précédentes celles 
de R' et R*; de là on aura, par les formules de l’art. 42, les valeurs des trois 
rayons vecteurs r, r', r" , ainsi que celles des coordonnées x, y, z, et de leurs 

différentielles y* , et l’on pourra déterminer l’orbite par les formules 

du $ II, ou, si l’on aime mieux, par les formules trigonométriques connues, 
d'après les trois distances R, II', R" de la comète à la terre. 

44. I.es expressions des distances R, R', R" peuvent être simplifiées par 
la considération suivante: Comme la terre, et la comète se meuvent autour 
du soleil, par la même Ibree attractive de eet astre, si l’on nomme ?, », £ les 
coordonnées rectangles de la terre autour du soleil lorsque t = o, et qu'on 
désigne par 0, Y ce que deviennent les fonctions T et V lorsqu’on y change 
les éléments de l’orbite de la comète en ceux de la terre, on aura, comme 
dans l’art. 28, les trois équations 

— pA = £0 - h Y, 

dr, 

— pa=»0 -H ^-T, 

— P> — Çe ■+■ J t t, 

parce qu’ayant dénoté (art. 24) par pA, pu, p les coordonnées rectangles 
du lieu du soleil par rapport à la terre, on aura — pA, — pu, — pv pour 
celles de la terre par rapport au soleil. 

domine ces équations ne different de celles de l’art. 28 que parce que x, 
y, z, T, \ sont changées en §, », 0, Y et que II y est nul, il est clair 

qu’on aura des résultats analogues, en faisant ces mêmes changements dans 
ceux que nous venons de trouver dans l’article précédent. Ainsi, puisque les 
expressions de R, R’, 11", données à la fin de cet article, ne contiennent 
d’autre quantité dépendante des éléments de l’orbite que le rayon vecteur r, 
si l’on y change r en p, ravon vecteur de l’orbite de la terre, on aura 

R=o, R’= o, R" — o;. 
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d’où l’on tire 
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t>p.= 


y*'* 

y 


Ces valeurs étant maintenant substituées dans les mêmes expressions de R, 
R', R", et négligeant, dans le dénominateur, le terme très-petit du second 
ordre (m — t )’t* vis-à-vis du terme fini (> (m — i)r’, ou aura ces expres- 
sions plus simples: 


ii _ 9<‘ ( J. 

6 1 m — i)(i 

r' — , ( i 

<j (m — i)G \p‘ 

r"— 9 »i! / 1 

n 6(m — i)G \p* 



Si donc on substitue la valeur de R dans l’équation 

R 1 — a Rp cos (CS) -+- p» — r* — o, 


et qu’on lasse, pour abréger, 

—9'’ - K 

6 ( m — . ) G — ’ 

quantité toute connue par les observations, en multipliant par p'r‘, on aura 
l’équation 

K’(r» — p’Y -ïRpV (r 1 — p 1 ) cos (CS) +pV(p’-r’) = o, 

où l’inconnue r montera au huitième degré, mais qui, étant divisible par 
r — p, ne sera, après la division, que du septième degré. 

Cet aliaissement de l’équation en r est dû à ce que nous avons représenté 
le mouvement de la terre, comme celui de la comète, par des formules ap- 
prochées oii l’on a négligé les puissances de t supérieures à la troisième ; il 
n’aurait pas lieu en employant la valeur de R de l’article précédent, dans 
laquelle les lieux du soleil sont supposés exacts, étant déterminés d’après les 
Tables. 


15. On peut ramener l’équation précédente à une construction assez 
simple. Ayant mené d’un poiut donné deux droites qui fassent entre elles un 
angle égal à l’arc CS, distance apparente de la comète au soleil dans la pre- 
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micre observation, et dont la première soit égale à et la seconde égale 

à p; il s’agira de trouver dans la première un point tel, que la partie com- 
prise entre ce point et l'extrémité de la même droite soit à la droite entière 
comme le cube de la seconde droite est au cube de la droite qui joindra l’ex- 
trémité de celle-ci et le point cherché: alors cette dernière droite sera égale 
à r, et la partie de la première interceptée entre le point donné et le point 
cherché, sera égale à R. Car par cette construction on aura la proportion 


laquelle donne 


et ensuite 



P* : r 1 , 



r = \/p^— a pR cos (CS) -t- R% 


d'où résulte l’équation ci-dessus en r. 

Lambert est, je crois, le premier qui ait réduit le problème des comètes, 
envisagé d'une manière approchée, mais exacte (*), à une équation unique 
à une seule inconnue. Il y est parvenu par une considération ingénieuse, 
(ondée sur ce que le lieu apparent de la comète, dans la deuxième obser- 
vation, s’écarte du grand cercle mené par les lieux apparents, dans la pre- 
mière et dans la troisième observation ; et la détermination de cet écartement 
l'a conduit directement à une construction analogue à celle que nous venons 
de donner, et qui se réduit à une équation en r du septième degré. Voyez 
les Mémoires de V Académie de Berlin pour l’année 1771. 

Connaissant ainsi les valeurs de r et R, on aura 

R'=^R, R*=^*R, 


(•) Kuler avait donne, en 1 744 » une solution approchée du problème des comètes; nuis sa 
méthode exigeait plusieurs fausses hypothèses et l’emploi d’une quatrième observation. Quant à la 
solution de Lambert, on doit observer que celle dont Lagrange donne ici une idée succincte est la 
seconde qui ait clé proposée par ce géomètre, qui a même négligé d’en développer les calculs. Le 
problème avait été résolu par lui d'une manière très-différente dans un ouvrage spécial, Tnsignonw 
orbitœ conuiamm proprirtatn , qui date de 1761. (/. Bertrand.) 

Aféc. anal. II. 7 
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et les deux équations (art. 40 et 41) 

K' 1 - a R'p' cos (C'S') 4 - p'* = r” = r’ + ( xt - s +- <’ £ , 

K"* - a R" p* cos (C'S') -i- p* 1 = r'*= r’ H- ( a mt - ’ff) s + m 1 f ! J , 

donneront les valeurs des constantes s et ^ > et de là celles îles éléments « 

et h de l’orbite, par les formules de l’art. *28, a a étant le grand axe, et « b le 
paramètre. 

14». Si I on suppose l’orbite parabolique, on aura a infini, ce qui donne 
= -• Dans ce cas, les deux dernières équations ne contiendront plus (pie 

l’inconnue s, laquelle étant éliminée, on aura une nouvelle équation en R 
qui devra avoir une racine commune avec celle qu’on a déjà trouvée, et* qui 
servira à faciliter la recherche de cette racine. 

En adoptant d’abord, pour les comètes, l'hypothèse de la parabole, il sera 
préférable de faire dépendre la solution uniquement de cette dernière équa- 
tion, jiarce qu’elle a l’avantage d’être exempte de la quantité G, qui est très- 
petite du troisième ordre, lorsque les intervalles de temps t et t‘ ou mt sont 
très-petits du premier, connue on le verra plus bas, de sorte que les erreurs 
des observations d'où cette quantité dépend, peuvent y avoir une influence 
très-grande . 

En faisant, pour abréger, 

W (Q<)*— (Q»)* si mQ .p'eosj C'ÿ) — (j,p*co»(C*S‘') _ ^ 

g. — *■> g — 

et négligeant les termes affeetés de t 1 dans l.es coefficients de p, l’élimination 
de cette quantité donnera l’équation en R 

MR 1 — a NR -+- mf* — p"’ — (/« — i ) r 1 4 - m(m — 1 ) ( 51 ) = o, 

qui, étant combinée avec l’équation 

R’ — 2 Rp cos (CS) -t- p’ — r' = o , 

donnera, par l’élimination de R, une équation en r du sixième degré; et 
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si. dans la combinaison des deux équations, on néglige le carré du terme 
m ( m — ( |oi serait du quatrième ordre, l'équation finale ne montera 

plus qu’au cinquième degré. On pourrait même, dans la première approxi- 
mation, négliger ce terme, qui n’est que du second ordre; alors l’équation 
finale 11 e serait plus que du quatrième degré, et pourrait se résoudre directe- 
ment par les méthodes connues. 

ha valeur de r donnera celles de R, R', R", et de là celles de s, par les 
formules de l’article précédent, et comme on suppose a infini, on aura 

b — ir — s’ , 

où le demi-paramètre b devient double de la distance périhélie de la comète. 

47. Après avoir réduit le problème des comètes à des équations finales à 
une seule inconnue, il reste à examiner les quantités qui doivent être sup- 
| rosées connues ; ces quantités sont : 

i“. Les trois rayons p, p', p", qui représentent les distances du soleil à la 
terre dans les trois observations, et qui doivent être calculées par les Tables 
du soleil ; 

• 2 °. Les quantités G, T, r', r", r,, r',, r",, 1%, r',, r;, d’où dépendent 
les valeurs de P, Q, P,, Q,, P,, Q a (art. 41 et 43): celles-ci doivent être 
déterminées par les trois observations de la comète et par le calcul des lieux 
fin soleil; mais on peut les ramener à des expressions plus simples, qui en 
rendront la détermination beaucoup plus facile. 

Commençons par la quantité G, dont les autres ne sont que des dérivées; 
on a (art. 41) 

G = Im'n" -+- mnT+ ni' m " — In'm " — ml' n" — nm'l 
le carré de cette expression peut se mettre sous la forme 

G* = (/’-f- n*) (/'» -h m" (/"’ -+- m"' -+- «"’) 

• -(- i(U' ■+- mm'-\- nn') {U" -h mm" -h nn") (l'I" -+- m'm" - 4 - n' n") 
_(/* +OT > + „*) (*'/'-+- m'm"+n'n"Y 

— (/’’ -t- m' % -h n ’’) (U "- (- mm" -h nn")* 

— ( l *’ -h m "* -+- n "') (//'h- mm' - 1 - nn')*, 

7 - 
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comme on peut s'en convaincre par le développement. Or, par la nature des 
quantités l, m, n, , m', n', /” , m ”, n” (art. 37), 

/*4- -*-«*=,, P+ m ,t -hn'*= i, /' , + «' , + /i' , = i. 

Donc, faisant, pour abréger, 

L = //' 4 - mm' -t- nn', 

L' = il" ■+- mm" 4- nn, 

L*= /T 4- ro'm”4-n'«”, 

on aura 

(i'=i + a LL'L" — W — L'* — 17*. 

Or nous avons déjà remarqué (art. 38) que la quantité //' 4 - mm' -h nn 
est égale au cosinus de l’angle compris entre les deux rayons K et R' dirigés 
vers la comète dans les deux premières observations, angle que nous avons 
désigné par le côté CC' du triangle sphérique GG'C”, supposé tracé sur la 
sphère en joignant par des arcs de grands cercles les trois lieux apparents 
de la comète dans les trois observations. Ce triangle est entièrement donné 
par les observations de la comète, de quelque manière qu’elles aient été 
faites; et nous pouvons regarder comme connus ses trois côtés CC, CC, 
C'C, ainsi que les angles C, C, C, qui sont respectivement opposés aux 
côtés CC7, CC” et CC'. 

On aura donc 

L = cos(CC'), 

et, de même, 

L' = cos (CC”) , 17 = cos (C'C*) , 

et l’expression de la quantité G* deviendra 

G* = i 4 - a cos (CC') cos (CC”) eus (C'C*) 

— cos 3 (CC') — cos* (CC”) — cos’ (C'C”). 

Cette expression de G’ peut encore se réduire à une forme plus simple; 
car il est facile «le se convaincre, par le développement des termes, qu’elle 
est la même chose que celle-ci : 

[cos(CC'4- CC”) — cos (C'C”)] [cos (C'C”) - oos(CC'— GC”)|, 
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laquelle, par les transformations connues, devient celle-ci : 

, CC'-t- C C»— C'C ^j 

. /CC'—CC+C'C"\ . fC'C+CC"— CC'\ 
xs. n (-— ) Sln \ ; )’ 

formule très-commode pour le calcul logarithmique. 

Si l’on veut employer les angles du même triangle, on peut avoir encoîe 
une expression plus simple de la quantité G; car on a, par les formules 
connues, 

cos (C'C") = cos (CC') cos (CC" ) -+- sin (CG') sin (CC") cos C ; 

si l’on fait cette substitution dans la première expression de G*, 'on aura, 
après les réductions, 

G’= sin(CC') 1 sin (CCT)* sin G 2 , 
et, par conséquent, en tirant la racine carrée, 

G — sin (CG') sin (GG'') sin G. 

On peut trouver de la même manière 

G = sin (C'C") sin (C'C) sin G' = sin (C'C) sin (C'C") sin G". 

Il est facile de prouver que la quantité G n’est autre chose que la solidité, 
prise six fois, de la pyramide triangulaire qui a le sommet au centre de la 
sphère dont le rayon est supposé égal à l’unité, et qui s’appuie sur le triangle 
sphérique GC'C", c’est-à-dire qui a pour base le triangle rectiligne formé par 
les cordes des trois arcs GG', CG", C'C". Car, si l’on considère une des faces 
triangulaires de cette pyramide, celle, par exemple, qui a pour base la corde 
de l’arc CC', on aura ■jsin(CC') pour l’aire de ce triangle isocèle. Ensuite, 
si l’on considère la face adjacente qui a pour base la corde de l’arc CG", il est 
visible que l’inclinaison mutuelle de ces deux fiices sera égale à I angle C du 
triangle sphérique; par conséquent, la perpendiculaire menée «le l’angle G" 
sur la première face sera égale à sin (CC") X sin G. Cette perpendiculaire 
devient la hauteur de la pyramide, en la supposant couchée (*) sur la première 

(*} C'est-à-dire que cette perpendiculaire est ta hauteur qui correspond à cette première face. 

(/. Bertrand.) 


G’ — — 4 s *n ( 
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face égale à -'sin(CC); donc la solidité de la pyramide sera égale à 
J sin (CC') sin (GG") sinC, 

et, par conséquent, égale à * .’ • 

48. Nous dénoterons en général par le symbole (CC'C") la fonction des 
côtés et des angles de tout triangle sphérique CC'C", par laquelle nous avons 
exprimé la quantité G. 

Aiasi ayant marqué sur un globe les trois lieux apparents de la comète C, 
C\ C", donnés par les trois observations, et formé le triangle sphérique CC'C , 
on aura tout de suite 

G = (CC'C"). 

Si ensuite on place sur le même globe les trois lieux du soleil S, S', S", 
dans les trois observations, et qu'en joignant ces lieux et ceux de la comète 
par des arcs de grands cercles, on (orme différents triangles sphériques SCC, 
S'C'C", etc., il est facile de voir, par ce que nous avons dit dans l’art. 40, 
relativement aux quantités T, r', r", F,, r',, F”, T,, T,, F^, cpie les trois 
premières seront données par îles fonctions semblables des triangles SC'C", 
S'C'C", S'C'C"; que les trois autres seront données par de pareilles fonc- 
tions des triangles CSC", CS'C", CS"C", et que les trois dernières le seront 
par de semblables fonctions des triangles CC'S, CC'S', CC'S". On aura donc 
ainsi, d’après la même notation, 

r = (SC'C"), F' = (S'C'C"), r"= (S'C'C"), 

r, = (CSC"), r', = (CS'C"), C, = (CS"C"), 

r, = (CC'S), r; = (cc'S'), r; = (CC'S"). 

Ces quantités ne dépendent, comme l’on voit, que de la position mutuelle 
des lieux apparents de la comète et du soleil, et comme elles sont les seules 
qui entrent dans les équations qui déterminent les éléments absolus de l’or- 
bite, notre analyse a l’avantage de séparer la détermination de ces éléments 
de celle des autres éléments qu’on peut appeler relatifs, parce qu’ils se rap- 
portent à la position de l’orbite dans l’espace. 

49. On peut remarquer encore que les expressions que nous venons de 
donner ont lieu quelle que soit la position des lieux apparents de la comète 
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pt du soleil; niais lorsque, connue nous l'avons supposé, les lieux rie la 
comète sont peu distants entrp eux, les arcs CC', C'C" seront très-petits, et 
l'angle C' compris entre ces arcs sera peu différent de deux droits; il serait 
égal à deux droits si la terre et la comète décrivaient, dans l’intervalle de la 
première à la troisième observation, des lignes droites, parce qu’alors les 
trois lieux apparents de la comète seraient dans un même grand cercle. Les 
sinus de CC', C'C" et de C' seront donc très-petits, et la quantité 

G = sin (CC') sin (C'C") sin C' 
sera très-petite du troisième ordre; mais les quantités 
T = sin (SC') sin (SC*) sin S, 
r'= sin (S'C') sin (S'C") sin S', 


ne seront que du premier; et comme d'ailleurs il n'entre dans la valeur de G 
que des quantités dépendantes des lieux apparents de la comète, au lieu que 
les quantités T, r\ etc., dépendent en partie des lieux du soleil, qui, étant 
donnés par les Tables, peuvent être regardés comme exacts; il s’ensuit que 
la valeur de la quantité G sera toujours beaucoup plus sujette à erreur que 
celles des quantités T, r\ etc. , et qu'ainsi il conviendra, autant qu’il est pos- 
sible, de l'éviter, comme nous l’avons montre dans l’art. f6. 

üO. Nous remarquerons enfin que, comme l'observation d’une comète 
donne ordinairement son ascension droite et sa déclinaison, si l’on vent 
employer immédiatement ces données dans nos formules, il n’y aura qu’à 
supposer que les trois axes auxquels nous avons rapporté les rayons K, R', 
R", dirigés vers la comète, et les rayons p, p', p", dirigés vers le soleil, soient 
dirigés, le premier vers l’équinoxe du printemps, le deuxième à angle droit 
sur le plan de l’équateur et suivant l’ordre des signes, et le troisième vers le 
pôle boréal de l’équateur; alors nommant « I ascension droite de la comète, 
d sa déclinaison dans la première observation, et de même a l’ascension 
droit» du soleil, o sa déclinaison au même instant, il est facile de voir qu’on 
aura 

/ = sin a cos d , m = cos a cos d, n = sin d, 

A = sin a cos o, u — cos a cos S, v — sin i. 
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De là on aura (article cité) 

eos (CS) = /A + «i« + «» = cos (« — a) nos d cos £ 4- sin d sin £, 
et. pareillement, 

cos(C'S') = eos ( a ' — a ) cos d' cos £' 4 - sin d' sin £', 
cos(G"S") = eos in'’ — a") cos d” cos £* 4- sinr/" sin £*, 


en marquant, comme nous l'avons fait, par un trait et par deux traits les 
quantités analogues qui se rapportent à la deuxième et à la troisième obser- 
vation. 

On aura de la même manière 


cos (CC') = cos (a — a) cos d cos d’ -t- sin d sin d\ 
eos (SS') = cos (a — a) cos £ cos£' -t- sin £ sin £', 
cos(CS') = cos (a — a') cos d cos £' -+- sin d sin £', 
et ainsi des autres cosinus. 

Si ensuite on substitue res mêmes valeurs de /, m, n, m , /", m", /<", 

rlans l’expression de G, on aura 


G = cos d eos d ' sin d" sin (a 1 — a) 

— cos d eos d” sin il 1 sin (a" — a) -h cos d ' eos d " sin d sin (a" — a') 

. j' m T s ' n (o' — a) tangrf" — sin (a" — a) tang d' I 
= cos d cos d eos d I , I » 

-(- sin (« — a ) tang d J 


et l'on en déduira les valeurs de T, r', r*. en changeant a et d en a et £* 
en a' et £', en a" et £"; celles de r,, l',, r*,, en faisant les mêmes change- 
ments sur a' et d\ et celles r,, r # , r',, en faisant ces mêmes changements sur 
a", d" . On aura ainsi 


r = cos £ cos d ' cos d 
F, = cos d cos £ cos d 


' — a) tang d" — sin (a ff — a) tang d' 


f 


> ’ 
0 _ 


^r sin («'- 

4 - sin (a" — «' ) tang £ 
sin (a — a) tang zT — sin («' — a) tang£~j 
4- sin (a" — a) tang d J 


r 3 = costf cos d ' cos £ 


^ f sin (a' — a) tango — sin (a — a) tang d' 


sin (« — a) tangr/ 
sin (a — a') tang £ _ 
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et pour avoir les valeurs de F', F 1 ,, r' a , et de r", r',, 1 ^, il, n’y aura qu’à 
marquer, dans les expressions de T, T,, T,, les lettres a et S d’un trait et de 
deux traits. 

Il est inutile d’observer que si, au lieu des ascensions droites et des déclinai- 
sons, on avait pour données les longitudes et les latitudes, il n’y aurait qu’à 
substituer ces données à la place de celles-là dans les mêmes formules ; l’orbite 
se trouverait alors rapportée à l’écliptique, au lieu de l’être à l’équateur. 

. Après avoir calculé ces valeurs, on calculera celles des quantités Q, 
Q, , Q, par la formule de l’art. 12, et si l’on veut employer la méthode de 
l’art. 14 , comme la plus courte, on aura tout de suite l’équation finale en r, 
dont la résolution ne sera pas difficile, en la réduisant pour la première 
approximation au quatrième degré. 

Si les intervalles entre les observations étaient égaux, on aurait — a/, 
et, par conséquent, m = a, ce qui donnerait 

Q = pr — 8p'r'-t-f>"r"= — 6p'r'-+- A’.pr, 

en désignant par la caractéristique à.‘ la différence seconde des quantités fl, 
p’r\ p"r", dans lesquelles il n’y a que les quantités relatives au soleil qui 
varient. Or, comme on suppose les observations peu distantes entre elles, 
les différences de ces quantités seront très-petites, par conséquent la diffé- 
rence seconde A 2 . p F sera très-petite du second ordre et pourra être négligée 
vis-à-vis de la quantité finie — f>p'r , ) ce qui réduira la valeur de Q à cette 
seule quantité, et l’on pourra faire les memes réductions sur les quantités 
analogues Q ( , Q 3 ; de sorte qu’on aura simplement 

Q= — 6p'r\ Q, = — 6p'r,, Q a — — 6p'r' i , 

ce qui abrégera encore le calcul de la première approximation. 

A l’égard de la mesure du temps, comme ce temps doit être représenté 
par le mouvement moyen du soleil, si on veut l’exprimer en jours moyens, 
il suffira de multiplier le nombre des jours et des décimales de jours par 
l’angle du mouvement moyen du soleil dans un jour, réduit en parties du 
rayon. Cet angle est de 5 r)' 8 ", 3 , et donne en parties du rayon le nombre 
0,0173021, par lequel il faudra donc, multiplier les intervalles de temps t, 
réduits en jours moyens. 

Méc. anal. II. 
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CHAPITRE DEUXIÈME. 

M H LA VAMATIOS DES ÉLÉMENTS MU ORBITES ELLIFTIQCES PRODUITE l'Ail l SE FORCE 
d’iHPULMON, Ol PAR DES FORCES ACCÉLÉRATRICES. 

,‘>Ü. Un des premiers et des plus beaux résultats de la Théorie de Newton, 
sur le système du inonde, consiste en ce que toutes les orbites îles corps 
célestes sont de même nature, et ne diffèrent entre elles qu’à raison de la 
force île projection que ces corps peuvent être supposés avoir reçue dans 
l'origine des choses. Il suit de là que, si une planète ou une comète venait 
.i recevoir une impulsion étrangère quelconque, son orbite en serait dérangée; 
mais il n’v aurait que les éléments, qui sont les constantes arbitraires de l'é- 
quation, qui pourraient changer: c’cst ainsi que l’orbite circulaire ou ellip- 
tique d’une planète pourrait devenir parabolique ou même hyperbolique, ce 
qui transformerait la planète en comète. 

Il en est de meme de tous les problèmes de Mécanique, (iomme les con- 
stantes arbitraires introduites par les intégrations dépendent de l’état initial 
du système, qui peut être placé dans un instant quelconque, si l’on suppose 
que les corps viennent à recevoir pendant leur mouvement des impulsions 
quelconques, les vitesses produites par ces impulsions étant composées avec 
les vitesses déjà acquises par les corps, pourront être regardées comme des 
vitesses initiales, et ne feront que changer les valeurs des constantes. 

Et si au lieu d’impulsions finies, qui n’agissent que dans un instant, on 
suppose des impulsions infiniment petites, mais dont l’action soit continuelle, 
les mêmes constantes deviendront tout à fait variables, et serviront à déter- 
miner l’effet de ces ■ ortes de forces, qu’il faudra regarder comme des forces 
perturbatrices. On aura alors le problème dont nous avons donné une solu- 
tion générale dans la sect. V, et que nous appliquerons ici aux orbites des 
planètes. 

§ I. — Du changement produit dans 1rs cléments de /’ orbite d’ une planète, 
lorsqu'elle est supposée recevoir une impulsion quelconque. 

33. Nous avons vu, dans le § II du chapitre précédent, comment ou 
peut exprimer tous les éléments du mouvement elliptique d’une planète, par 
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«les fonctions «les coordonnées .r, y, z, et de leurs différentielles jjj > ^ > ~ i 

<|iii expriment les vitesses suivant les directions de ces coordonnées. Si donc 
on suppose qu’une planète, pendant qu’elle se meut, reçoive dans un lieu 
cjuelconque de son orbite une impulsion qui lui communique les vitesses x, 
v, ; suivant les mêmes coordonnées et tendantes à les augmenter, il n’y 
aura qu'à mettre dans les mêmes fonctions -+- x, ^ -t-.V» ^ -t- z, à la 
place de ~ ^ , et l’on aura les éléments de la nouvelle orbite que la 
planète décrira après l’impulsion. 

Si, à la place des coordonnées rectangles x, y, s, on prend, comme dans 
l’art o, le rayon vecteur r, avec les angles 4 et «p, dont le premier, 4» s™* 
l’inclinaison de r sur le plan fixe des x, y, et dont l’autre, p, soit l’angle de 
la projection de r sur ce plan avec l’axe fixe des x, les expressions de l’orbite 
deviennent plus simples. 

En effet, en substituant rcos4 cos^, r cos 4 sin p et rsin4 à la place «le 
.r, y, z, on trouve pour les éléments a, b , h, i. 


■ i i ’ (cos’ Htf* ■+■ «/if*’) s- dr’ 

a r g dl' 

, r‘ (cni'ifide' dt]»’) 

O = V, - > 

g «*’ 

» sino dty — sintf co&ÿcos r» dy 

* ^ — siiu{*cost}j5in®«/'î> 

. sin* cos* il» do f 

tangt — ~ ~ ~ 'ë to v Çd ÿ'~ ~~ 


Dans ces formules, les expressions différentielles ^ > r -^ et repré- 
sentent les vitesses dans la direction du rayon r, dans une direction perpen- 
diculaire à ce rayon et parallèle au plan de projection, et dans une direction 
perpendiculaire à ce même plan. 


54. Prenons, pour plus de simplicité, le plan de projection dans le plan 
même de l’orbite, et supposons que la vitesse reçue par l’impulsion soit 
décomposée en trois, l’une suivant le rayon r, l’autre perpendiculaire à ce 
rayon dans le plan de l’orbite, et la troisième perpendiculaire à ce plan. Si 

8 . 
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l’on désigne la première par r, la deuxième par r$ et la troisième par r-J., 
on aura les 'éléments de la nouvelle orbite après l’impulsion, en mettant dans 
les expressions précédentes dr rdt, dç -+- ipdt, r/4 -+- -\dt à la place de 
dr, dç, r/4> et faisant -1 — o, d-\ = o; alors la position de la nouvelle 
orbite se trouvera rapportée au plan de l’orbite primitive. 

Soient A, B, H, I ee que les éléments «, b, h, i deviennent (tour la nou- 
velle orbite, on aura 


i a /•*[ (df ■+■ ~dt)'- f- ij>* «-/r J ■+■ (< lr -+- rdt)' 

Â r g dt' 

i> r 1 1 (rfy + y, II)' -f- 

g dt' - 


tang I = — _ , 

dtp -h ÿdf 

tan e H = ^ =tan e*’ 


doue H = 9; en effet, il est clair que le nœud de la nouvelle orbite avec 
1 orbite primitive doit être dans le lieu où se fait l'impulsion. 

Si l'on fait aussi 4 — o et = o dans les expressions des éléments pri- 
mitifs o et b, on a 


i a r’f/j'-Hfr 1 , r'dy' 
a ~~ r g dt' 1 ’ e,dt' ' 

et île là on tire 

dy yb dr /a » h 

Vg4r ' V g^, V r a r* 

En substituant ces valeurs, on aura les éléments de la nouvelle orbite 
exprimés par ceux de l’orbite primitive et par les vitesses r, rç, r 4 pro- 
duites par l'impulsion. 

•>•>. Supposons maintenant qu'on demande l’impulsion nécessaire pour 
changer les éléments primitifs a, b en A et B, et pour rendre la nouvelle 
orbite inclinée à la première avec l’angle I ; il ne s'agira que d avoir les 
expressions ç, 4 » r en A, B, I et a, b, r. Les formules que nous venons de 
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trouver donnent 



Soit u la vitesse imprimée par l’impulsion, et soient a, j9, y les angles que la 
direction de l'impulsion tait avec trois axes dont l’un soit le rayon r pro- 
longé, l'autre perpendiculaire à ce rayon dans le plan de l’orbite primitive 
et dans le sens du mouvement de la planète, et le troisième perpendiculaire 
au même plan ; on aura, par le principe de la décomposition, u cos a, « cos 
« cos y pour les trois vitesses suivant ces axes, lesquelles sont aussi celles que 
nous avons désignées par r, rç et r-J.. On aura donc 

«cosa = r, //cosj3 — rp, «cos> = r4; 
d'où l'on tire, à cause de cos 5 a cos 5 p -+- cos 5 y = i , 

u — - 1 - r'ifr ■+■ 

Donc, si l’on fait, pour abréger, 



Mais si l’on voulait rapporter la direction de l’impulsion à deux autres axes 
placés dans le plan de l’orbite primitive, dont l’un serait perpendiculaire et 
1 autre tangent à cette orbite, alors en nommant î l’angle que la perpendicu- 
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laire à l’orbite liiit avec le rayon vecteur r, et tlont la tangente est exprimée 
par » les vitesses imprimées suivant ces deux axes seront 

r cos t — r$sin# et rsins ■+- rç cost, 


la vitesse suivant le troisième axe perpendiculaire au plan de l'orbite demeu- 
rant la même. Si donc on désigne par a! et par |9' les angles «pie la direction 
de l'impulsion fait avec ces nouveaux axes, on aura 


or on a 


u cos a = r cos » — r $ sin t , 
« cos|3' = rsine -t- rpcos »; 


tir J'r 

,an K‘ = 73- ? = fc 


d‘ou I on tire, en substituant la valeur de f. 


siu » = — p — > 


cos i — 


v'/> 


et de là on aura 


t/’ -■ Vf-'. 

Vs. 


_ / F v'5 — /V B cos 

COS Ot = — - 


J-- 1 - 

y r a 


«O. P’ - ! -J _ VL_ë j 

y r a 


où l'on remarquera que V'g v 7 ~ ~ est la vitesse dans l'orbite primitive. 


A l'égard des signes ambigus des radicaux qui entrent dans ces formules, 
on remarquera : 

i". Que y étant la valeur de exprime la vitesse suivant le rayon r, 

dans l’orbite primitive, et «pie F exprimera la vitesse suivant ce rayon dans 
la nouvelle orbite; ainsi il faudra prendre c.es quantités positivement ou 
négativement, suivant que les vitesses qu'elles représentent tendront à aug- 
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6.3 


menter ou à diminuer le rayon r, c’est-à-dire à éloigner ou à rapprocher le 
corps du foyer ; 

•2“. Que ~ étant égal à > représente la vitesse circulatoire autour du 

jjj 

loyer <lans l’orhite primitive, et que de même — représentera la vitesse cir- 


culatoire dans la nouvelle orbite, et - - cos 1 sera cette vitesse circulatoire 

r 

rapportée au plan de l’orbite primitive. Ainsi, en prenant y' A positivement, 
il faudra prendre l'autre radical y B positivement ou négativement, suivant 
que la nouvelle orbite sera, par rapport au plan de l’orbite primitive, dans 
le même sens que dans cette orbite, ou en sens contraire, c’est-à-dire suivant 
que le mouvement dans la nouvelle orbite sera direct ou rétrograde, relati- 
vement au mouvement dans l’orbite primitive. 


56 . Lorsqu'on voudra appliquer ces formules aux planètes et aux co- 
mètes, ou fera g = 1 , en prenant la distance moyenne de la terre au soleil 
pour l’unité des distances, et la vitesse moyenne de la terre dans son orbite 
pour l’unité des vitesses. Cette vitesse est à peu près de 7 lieues, de au 
degré, par seconde. La vitesse d'un boulet de a 4 , au sortir du canon, est 
d'environ i/joo pieds, ou a 33 toises par seconde, laquelle est aussi à jhni 
près celle d’un point de l'équateur dans le mouvement diurne de la terre, 
celle-ci étant de 2.38 toises par seconde. Donc si, pour rendre nos estima- 
tions plus sensibles, nous prenons pour unité cette vitesse d'un boulet de »4, 
laquelle est à peu près d'un dixième de lieue, la vitesse de la terre dans son 
orbite sera exprimée parle nombre 70; par conséquent, il faudra multiplier 
par 70 la valeur 11 de la vitesse d’impulsion. 

Voyons quelle peut être la plus grande valeur de u. 

lin nommant e l’excentricité de l’orbite primitive, et ç l'anomalie • x raie 
qui répond au rayon r, on a (art. 15 ) 


donc 


h a (1 — e ’) 

1 -t- ecoss 1 e cos 7 1 

1 1 — e* 

a r(i -+- ecosç) 


Ainsi la plus petite valeur de - sera - — > et de même la plus petite valeur 
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de 1 sera - > en nommant E l’excentricité de la nouvelle orbite. Donc 
A r 

la plus grande valeur des termes ÿ — ^ sera ■* + ; et cette expres- 

sion aura lion aussi pour les orbites hvperlioliqurs oii E et e surpasseraient 
l’unité. 

Par les mêmes formules, on a - = l-t- c cos $ , dont la plus grande valeur 

est i — t— ; la plus grande valeur «le ^ sera de même i -t- E; donc la plus 

i i ■ \ fftb ( « S - E) ( i s* c) **i . e m , 

grande valeur de — j- sera ’ ' , mais il est tacile de prouver que 


y/(H-E)(t-t-e)<n 

donc on aura toujours 


sera 
E -t- e 


, car la différence de leurs carrés est 7 ( E — e ) 1 ; 


1 v'HA , ■> -h E 

_l X - 


Il faut encore clicrchcr les plus grandes valeurs de / et F. Or les plus 
petites valeurs de et de étant ‘ ^ c * la plus grande valeur de / sera y/ 
et de même la plus grande valeur de F sera y/ D’- 
Donc. puisque dans les expressions de «, y 7», y/B, f et F peuvent avoir 
les signes -+- ou — , en prenant positivement les termes qui contiennent ces 
radicaux, et donnant aussi à cos 1 sa plus grande valeur 1 , ou aura 


u < 


-h a (E-t-«) -t- 4 V’Ee 


Cette limite se réduira à y *'• lorsque l’orbite primitive sera circulaire 

ou presque circulaire comme celle des planètes, et que la nouvelle sera para- 
bolique comme celles des comètes. 

57. I .es principales circonstances du mouvement des planètes autour du 
soleil nous portent à croire qu’elles ont eu une origine commune; c’est le 
contraire pour les comètes ; elles n’ont de commun entre elles que le mou- 
vement dans une parabole, ou, en général, dans une section conique, et elles 
paraissent avoir été jetées au hasard dans l’espace. 

Ne peut-on pas supposer que la cause qui a produit nos planètes en a 
produit en même temps un plus grand nombre d’autres placées an delà de 
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Saturne, et décrivant des orbites semblables, comme Uranus, mais dont 
plusieurs seront devenues ensuite comètes, en éclatant par une explosion 
interne; ear'une planète étant brisée en deux on plusieurs morceaux, par la 
force de l’ekplosion, chacun de ses morceaux recevra une impulsion <pii lui 
fera décrire une orbite différente de celle de la planète; et pour que cette 
çrbite soit parabolique, il suffira (*) que la vitesse imprimée par l’explosion 

n’excède pas 70 y ^ fois celle d'un boulet de canon. Pour Saturne on a 

r — y, et pour Uranus r=it); en supposant r = a4, il suffira d'une 
vitesse moindre que 35 fois celle d'un boulet qui n'est produite «pie par une 
poignée de poudre. 

I . hypothèse d’une planète brisée par une explosion interne a déjà été 
proposée par M. Olbers, pour expliquer la presque égalité des éléments 
des quatre nouvelles planètes; et ce qui pourrait la confirmer, ce sont les 
variations de lumière qu'on observe dans ces planètes, et qui, en indiquant 
un mouvement de rotation, indiquent en même temps que leur ligure n'est 
pa> de révolution comme celles des autres planètes; que, par conséquent, 
elles ne pouvaient pas être fluides, mais qu'elles devaient être déjà durcies 
lorsqu'elles sont devenues planètes comme elles le sont dans l’état actuel. 

Si l’on suppose l'orbite primitive circulaire, et l’orbite changée par l’ex- 
plosion, elliptique mais peu différente d’un cercle, et peu inclinée au plan de 
l'orbite primitive, et qu’on n’ait égard qu'aux premières dimensions de l’ex- 
centricité E et du sinus de l'inclinaison I, on a 

V'Ë’ (sin’è* -r- ; ru , 1 <t> ) -4- gin' I 

Vr 

F, sin«l> . F,ros4> sin I 

cos et = , cos Pj = p, , eos y — 

u yr auVr «Vr 

l'angle '!» étant celui que le rayon /• fait avec le rayon du périhélie. 

Ainsi, puisque les excentricités et les inclinaisons des planètes ne gardent 
entre elles aucune loi, et n'ont de commun que leur petitesse, on pourrait 
supposer que les orbites des planètes ont été circulaires dans leur formation, 

{') C’wt-à^iire , il n«[ pas nrcngiin, que la vitesse excède 70 y - fois celle d’un boulet de 
canon. {J. Bertrand. \ 

Mrc . anal. 11. 9 
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et qu'elles sont devenues ensuite elliptiques et inclinées par l’effet de petites 
explosions internes. En effet, si un petit morceau ni de la masse M d une 
planète en avait été détaché et lancé avec une vitesse V capable d’en faire 
une comète, la planète n'aurait reçu en sens contraire qu'une petite vitesse 

M*— m ( I UI aura ** P u changer son orbite circulaire en elliptique et inclinée, 

comme celles de nos planètes, et la même impulsion aurait pu produire aussi 
quelque changement sur sa rotation, comme nous le verrons plus bas. 

§ II. — Variations des éléments des planètes produites par des forces 

perturbatrices . 

58. Supposons maintenant que les impulsions qui changent les constantes 
arbitraires soient infiniment petites et continuelles; ces constantes devien- 
dront variables, et l'on pourra, de cette manière, réduire l’effet des forces 
perturbatrices des planètes aux variations des éléments de leurs orbites. 

Soient X, Y, Z les forces perturbatrices décomposées suivant les direc- 
tions des coordonnées rectangles .r, r, z, et tendantes à augmenter ces 
coordonnées; ces forces engendreront pendant l'instant dt les petites vitesses 

Xdt, Y dt, 'Ldi , qu’il faudra ajouter aux vitesses jy > — , ~ , dans l'expres- 
sion de chacun des éléments a , b, c, etc. , comme dans l’art. 5*2. Mais comme 
ces vitesses additionnelles sont ici infiniment petites, elles ne produiront 
dans les éléments que des variations infiniment petites, qu’on pourra déter- 
miner par le calcul différentiel. 

Faisons, pour abréger, 




dz 

dt 


chacun des éléments sera exprimé par une fonction donnée de x, r, -, x', 
/, z . Soit a un quelconque de ces éléments, on aura sa variation du, en 
augmentant x', y', z des quantités infiniment petites Xdt , Y dt, Z dt; on 
aura ainsi 


da 



X 


da 

dy’ 



dt. 


et l’on aura de pareilles équations pour les autres éléments de l’orbite b, c, 

h, i, k. 
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Pour faire usage de ees équations, il faudra substituer à la place des va- 
riables .r, y, i, x' , y', z' leurs valeurs en t et en a, b, c, etc., données par 
les formules trouvées dans le premier chapitre; on aura ainsi autant d’é- 
quations du premier ordre entre le temps t et les éléments a, fi, c, etc. , 
devenus variables, qu'il y a de ces éléments, et il ne s'agira plus que de les 
intégrer. 

Si l’on voulait introduire directement les forces perturbatrices dans les 
équations de l’orbite primitive (art. -t), il n'y aurait qu'à ajouter respective- 
ment les quantités X, Y, Z aux termes H > R J, R J de ces équations. 

Ainsi on peut regarder les équations précédentes entre les nouvelles variables 
«, b, c, etc., comme des transformées des équations en .r, y, z; mais ces 
transformations seraient peu utiles pour la solution générale du problème. 
Leur grande utilité est lorsque la solution rigoureuse est impossible, et que 
les forces perturbatrices sont très-petites; elles fournissent alors un moyen 
d'approximation que nous avons exposé «l’une manière générale dans la 
sect. V. 

59. Cette approximation, londée sur la variation des éléments, est sur- 
tout applicable aux orbites elliptiques des planètes, autant qu elles sont 
dérangées par l’action des autres planètes, et les géomètres I ont souvent 
employée dans la théorie des planètes et des comètes ; on peut dire que ce 
sont les observations elles-mêmes qui font fait connaître, avant qu'on y eût 
été eoniluit par le calcul; elle a l’avantage de conserver la forme elliptique 
des orbites, et même de supposer l'ellipse invariable pendant un temps infini- 
ment petit, de manière que non-seulement le lieu de la planète, mais aussi sa 
vitesse et sa direction (*) ne soient point affectées de la variation instantanée 
des cléments. 

En effet, en regardant 1 m coordonnées x, y, z comme des fonctions du 
temps et des éléments a, b, c, etc., devenues variables, on a, par la diffé- 
rentiation, 


dx — ~ dt 
di 


dx 

du 


dit 


dx 

db 


db 


dx 

1Q 


de 


(*) C'est-à-dire U formule qui exprime la vitesse et relies qui font connaître la direction du mou- 
vement. (7. Bertrand.) 

9 - 
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<*>8 

et il est facile de prouver que la partie qui contient les variations da, db , etc., 
devient nulle par la substitution de la valeur de da donnée ci-dessus, et des 
valeurs semblables de db , de, etc. Car, en faisant ces substitutions dans les 

termes ^ da -f- ^ db -h . . . , et ordonnant par rapport aux quantités \, 
Y, Z, on aura 


dx f/a f/x db dx de 

\ Ha tir' ^ db dx' de dx' 


/ dx da 
• ^ da dy' 
/ dx da 
\ da dz * 


de dl» 

db dy* 
dx db 

db dP 


dx de 
iic ~dy 
il.r île 
de d z ' 


. . . )\dt 
... ) Y fit 
. . . ) Z dl. 


Mais en regardant d'abord .r, y, z, x', y' , z' comme fonctions de a, b, 
c, h , t, b, et ensuite a, b, r, etc. , comme fonctions de x, y, z, x', cle , on a 


d.t — dn 
</a 


dx ,, de , dx j, 
,, an H — y de 4- ,, ah 

db de dh 


dy = da db -f- L dr -h dh -y 

• da db de dn 


, da * da , da , 

d„ = - de + J y dr -h rTz dz 

.. dh , dh . dh , 

db = :r. dl + rf 7»r + t, dz 


da , i 

+ 7i7' (Lr - 


dz 


'IL 

dx 


fit 


Substituant dans l'expression de d.r, dy, etc., ces valeurs de da. dl>, etc., 
on doit avoir des équations identiques; par conséquent, il faudra que les 
termes affectés de dx' , dy ' , dz', dans les expressions de dx, dy, dz, devien- 
nent nuis, ce qui donnera, par rapport à dx, les équations identiques 


dx da dx db dx de 


fia Sx' db dx' ^ de dx ' 

. = O 

dx da dx db % dx de 


da dy 1 db dy* de dy 7 

, . = O 

dx da dx db dx de 


da dz' db dz* de dz 1 

. . = O 
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On aura «loue simplement dx = j- dt, et l’on trouvera de la mêmp manière 

dy - ’tjj dt, dz — ^ dt, comme si les constantes a, b, c, h, etc. , ne variaient 
point. 


BO. Lorsque les forces perturbatrices viennent des attractions d'autres 
corps fixes ou mobiles, et que ces attractions sont proportionnelles à des 
fonctions des distances, alors si l’on désigne, comme dans l'art. 8 de la 
sect. V, par — O la somme des intégrales de chaque force multipliée par 
l’élément de sa distance au centre d’attraction, et qu’on regarde la quantité 11 
comme fonction de ,r, y, z, les forces Y, Z sont de la forme 

v dil v dO. dil 

X — ÆF ’ ‘ — dÿ' L ~~ dz ’ 


je donne ici le signe -l- à la quantité 0, parce que j’ai supposé que les forces 
X, Y, Z tendent à augmenter les distances x, v, z, au lieu que, dans les 
fonctions — 11. les forces perturbatrices, dirigées sur des centres, sont sup- 
posées tendre à diminuer les distances des corps à ces centres. 

Dans ce cas, qui est celui de la nature, les variations des éléments a, b, c 
peuvent s’exprimer d'une manière plus simple, en employant, au lieu des 
différences partielles de 11 relatives à x, y, z, ses différences partielles rela- 
tives à a, b , e, etc., après la substitution des valeurs de x, y, z en t et a, 
b , c, etc.; c’est cette considération qui a fait naître la nouvelle théorie de la 
variation des constantes arbitraires. 

Si l’on regarde .r, y, z comme fonctions de a, b , c, etc. , on aura 

dil _dtl da dil db da de 
dx du dx db dx de dx " * ’ ’ 

dû _ d(l da djl db dil de 

dy da dy- ^ db dy de dy ' 

r/fl dil da t iCl db dil de 

dz da dz dJT dz de 3i ‘ ’ 


et ces valeurs étant substituées dans l'expression de da de l'art. 58, à la place 
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de X , Y , Z, 'elle deviendra 


, j n ii tut fiu fin fia aa \ ait . 

<Ul = \ dx + dÿ TTy ■+■ 7l7 dz ) Tld ,k 

[fia db da fib fia fib\iiil . 

\t£P 3 [r fty' ti} tfz ' dz) db 

( fia tic tia de da de \ dit . 

+ TU + dÿ TTy + dë Tz ) HT 


m 


On peut faire disparaître de ectte expression les termes multipliés par 
par la eonsidération que lî ne contenant point les variables .r', y', z', on a 


da 

fi il fia tiil db tiil tic 


dx' 

da tlx' db dx' fie dx 1 

. . = O 

da 

_ tiil da , fiil dh tiil tic 


w 

da dy ' db dy 1 de dy' 

. = O 

da 

d il da dit dh dCl de 


dz' 

da dz * db dz de dz' ^ 

. = O, 


Doue, si I on soustrait de la valeur de da la quantité 


/ dil da dil da ti il da \ . 

VS - ' di -h dÿ -<îy ■ + ‘ dë Tz 

qui est nulle, ou aura 

, / da db da db da db da db da db da db \ d il , 

" ^ flx 3 dx ^ dy' dy ^ dz‘ dz dx dx dy dy' tfz Tfz' J db 

I da de tla de da de da de da de da de \ d il , 

\ dx' dx dy' dy dz' dz dx dx' dy dy' dz dz' ) de ’ 


Cette expression de da est en apparence plus compliquée que la formule 
primitive d’où nous sommes partis: mais elle a, d’un autre côté, le grand 

avantage que les coefficients des différences partielles ^ , ‘-y : , etc. , devien- 
nent indépendants du temps t, après la substitution des valeurs de x,y, z, 
x',y, z', en t et a, b, c, etc., données par le mouvement elliptique de la 
planète, comme on peut s’en assurer par la différentiation, en faisant varier 
le temps t dans les coefficients. 
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7' 


01. En effet, puisque a est censé fonction de t, .r, y, z, x', /, z , et que 
x, r, z, x' , y', z' varient aussi avec t, de manière que ^ = x'. = r', 

i I z , dx' d\ dy' dX dz' dX , 

d, = 2 ’ et -dT = ~ dï’ W = ~ 7p ST = “ 77F’ P ar les w J uat,ons 
différentielles du problème (art. 4 ), il s'ensuit qu’on aura, en différentiant 
par rapport à t, 



I 

j 


d'a d'a t d'a / d’a , 
dxdt * dx' ' dxdy dxdz 

d'a d Y d'a dX d'a_ dX 

dxdx’ dx dxdy' dy dxdz dz 


dt. 


Mais a étant une des constantes arbitraires introduites par l'intégration des 
mêmes équations, sa différentielle relative à t doit devenir identiquement 

nulle par les mêmes valeurs de - ; on aura donc 


du 

dt 


du i du t i/a 

di X + Ty Y ■+■ Jz 


da d X da d N da d N 

ilx’ dx dy 1 dy dz' dz ~ 


équation identique qui subsistera, par conséquent, en faisant varier séparé- 
ment x, y » 2. x ' , y ' , z'. 

faisons varier .r; on aura donc aussi 


d'a 

dxdt 


d'a / d'a , d'a / d'a dX d'a dX 

dx' X ^ tlxdy dxdz 2 tlxdx 1 dx dxdy' tly 

d'a dX _ da_ d^> [ _ da_ d'X _ <la_ d'X _ 
dxdz' dz dx' dx' dy' dxdy dz' dxdz 


Donc la valeur de la différentielle de 


da 

Ix 


se réduira à 


/ da — ‘ ,ia rf,y 'h. rf ‘ v \ j, 

dx \ dx' dx' dy’ dxdy dz' dxdz t 

On trouve de la même manière 

d'X da d'X da d'X \ J t 

dxdy dy* dy' dz' dydz ) ’ 

d'X da d'X da d'X \ , 

tüdz + dÿ dxdz + IP dS UU - 




dy 


j da 
d Tz~ 


da 

dx* 


da 

\ dx’ 
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On aura ensuite 


. da 

d ZF = 


d'a d'a , d'a , d'n , 

dx'di dxdx ' 1 dydx' ^ * tlzdx' " 

d'a d Y d'a dy .l'a dX 

dx" dx ~ d.r‘dy‘ d\ ~~ ih’dz’ lz’ 


,/t. 


I 


Mais en faisant varier ,x' dans l’équation identique da — o, et observant que 
la fonction V est supposée ne pas contenir les variables x', y', z . on a 


d'a 

dz <lx’ ' 


d'a dn d'a _/ d'a 

tlx 1 dt dx dxdx' * dydx' * 

_ d'a //V d'a dX d'a d\ _ 
dx” dx tlx'dy 1 dy dx'dz' dz ° ! 


donc on aura simplement 


. da da , 

d 'H' = ~H di ' 


et I on trouvera île la même manière 


. da da , 

,l ^=-dr di ' 


, da 

d -.l? = 


da 

dz 


dt. 


d- d f’ ■> d • jp > d- d • t en changeant seulement a en b, et ainsi pour 

les autres quantités semblables. 

1 di\ 

Si maintenant on différentie le coefficient de dt dans l'expression de 

da de l’art. 60 . et qu’on y substitue les valeurs qu'on vient de trouver pour 

, ... * da dti dn da da da jt i 1 i 

les différentielles de ^ y-» yp> yp> on verra d abord que les 

. , , , . da M) da db da db 

terme» qui contiendront les différentielles de — yp» ^7» y ,- » yp> -jji 
se détruiront mutuellement, et que les termes qui contiendront les différen- 
tielles de 1 ^ 1 etc. , étant ordonnés par rapport aux différences partielles 

de V, se, détruiront aussi mutuellement dans chacun des coefficients de ces 
différences partielles. 


M 


On aura îles expressions semblables pour les différentielles d ■ ^ ■ d • . 
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D’où l’on peut conclure que le coefficient de ^ i dans l’expression de du, 

sera constant à l’égard du temps t, et ne pourra être qu'une fonction de «, 
A, c, etc., après la substitution des valeurs de x, y, z, x', y', z en «, A, 
e, etc., et t; de sorte que la variable I disparaîtra d 'elle-même, et qu'il suf- 
fira d'y substituer les valeurs de x, y, z, x\ y’, z qui répondent ou à < = o, 
on à une valeur quelconque de t. 

On prouvera rie la même manière que t disparaîtra des autres coeffi- 
cients des différences partielles de fi, dans la même expression de du. Ainsi 
* la variation de a sera représentée par une formule qui ne contiendra que les 
différences partielles de fi par rapport à b, c, etc., multipliées chacune par 
une fonction de a, b, c, etc., sans t. Et la même chose aura lieu à l’égard 
des variations des autres constantes arbitraires b, c, A, etc. 

Ce résultat important, que nous venons de trouver à posteriori, n est 
qu'un cas particulier de la théorie générale de la variation îles constantes 
arbitraires, que nous avons exposée dans le $ II de la sect. V, et nous au- 
rions pu le déduire immédiatement île cette théorie; mais nous avons cru 
qu'il n’était pas inutile de montrer comment on peut y arriver, en partant 
des formules qui donnent directement les variations des éléments dues aux 
forces perturbatrices, et surtout comment ces variations acquièrent une 
forme simple et élégante par la réduction des forces perturbatrices aux dif- 
férences partielles d’une même fonction, relatives à ces mêmes éléments 
regardés comme variables. 


62. Nous avons supposé, dans l’art. 60. «pie les forces \, Y, Z. pou- 
vaient s’exprimer par les différences partielles d'une même fonction fi, rela- 
tives à x, y, z. (Jette hypothèse simplifie le calcul, mais n’est pas absolument 
nécessaire pour son exactitude, puisque les équations différentielles sont tou- 
jours indépendantes de la nature des forces accélératrices du mobile; il s'agit 
seulement de savoir ce qu’on doit substituer à la place des différences par- 
tielles de fi relatives aux constantes arbitraires a, A, c, etc. Or ces constantes 
n'entrent dans la fonction fi «pie parce qu elles entrent dans les expressions 
des variables x, y, z, dont fi est supposé fonction ; ainsi on aura 


da _ da dx dy <ia <u 

da dx da dy da dz da' * 

anal. II. 10 
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V \T r, - | I I t/Sl <lSl tlil 

et remettant X, V , A a la place de on aura 

ilil dx v y dz 

tin tin r t!a tïn ’ 

(|iu‘lles que soient les valeurs île \, Y, Z. Il en sera de même à l'égard de 

,/n ,/a . . , , 

„ i > etc., en changeant « en />, c, etc. 

Hb tic ° 

Kn général, si l'on dénote par la caractéristique * les variations de ü rela- 
tives aux constantes arbitraires a, b, c, etc., on aura 

oit = X s . v 4- Y 4 »• + Zi? i 

et si l'on suppose que les forces perturbatrices soient R, Q, I’, etc., ten- 
dantes à «les centres dont les distances respectives soient r, «|, p, etc., ce 
«pii donne 

— da = Rrfr -+- Q«/q -+- Prfp 4 - . • . ; 


on aura aussi, relativement aux constantes arbitraires, 
— ill = RJr -h Q?q -h Pop H- 


Je donne ici à dll le signe — , parce que les forces R, Q, P, etc., sont sup- 
posées tendre à diminuer les distances r, q, p, etc., au lieu que les forces 
\, Y, Z sont supposées tendre à augmenter les lignes .r, y, ;, comme nous 
l’avons déjà observé dans l’art. 60 (*). 

65. Pour appliquer les formules générales «le l'art. 18 «le la section citée, 
aux éléments d'une planète, il n’y a qu’à considérer que les coortlonnées .v, 
v, z étant indépendantes, doivent être prises pour les variables Ç, et 

comine il n’y a qu’un seul corps mobile dont la masse m peut être supposée 
égale à l’unité, on aura simplement, comme dans l'art. 3, 

,p </x> 4- dy' + dz' x" 4- y* 4 - ï'* 

1 ~ idë — a ’ 

donc 


«/T __ , d T _ , d T _ , 

dx< — x > ,i y t — y > dz' ~~ z ‘ 


(*) L'introduction <k* b fonction a «bris un raisonnement relatif au ras où rette fonction n’existe 
paît, donne à ce paragraphe une apparence d'obscurité qu'un peu d'atteniion fait neanmoins dispa- 
raître. {/. Bertrand.) 
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Ainsi Ifs constantes or, (S, y et A, u, », qui représentent les valeurs <lc .< , y , ; 
et de x' , y' , z‘ lorsque t = o (art. 12. sect. V), seront ici x, y, z, x', y', 
•// (art. 51 ), et les variations des éléments a, b , c, etc., deviendront de la 
forme 




(a, A) 


<//. 


(«. c) 


f/r 



db 


[-(«.*) 


,/a 

du 


(b, c ; 


,/r 



les eoeOicients représentés par les symboles («, A), («, c), etc., étant expri- 
niés ainsi : 


(«, c) 


db 

du 

db 

tla 

db 

du 

db 

da db 

da 

dt. 

dx 

^dÿ 

dy 

+ dT 

dz 

dx 

dx 1 ~ 

dy dy' 

d /. 

dt' 

de 

du 

de 

du 

de 

du 

dt : 

dn de 

tin 

tic 

dx 


dy 

+ ITT 

dt. 

dx 

4x ' 

dy dy 

Tz 

d7’ 


Un voit que ces expressions de da, db, etc., coïncident avec celles que 
nous avons trouvées ci-dessus (art. (>0), si ce n’est qu’à la place des lettres .« , 
V, z il y a les lettres x, y, z, qui représentent les valeurs de .r, r, z lorsque I 
est égal à zéro, ou à une valeur quelconque, puisque le commencement du 
temps / est arbitraire, ce qui revient au même, parce que les coellicients 
(«, b\, («, c), etc., devant être indépendants de / , les quantités a, b, c, etc... 
doivent être les mêmes fonctions de .r, y, z, .r', y', z quelle x, y, z, x', 


lit. domine les quantités x, y, z, x’, y\ z' sont aussi des constantes arbi- 
traires, on peut les prendre à la place des six constantes a, b, c, A, l, A. 
Changeant donc a en x, b en x', c en y, A en y’, on aura 

(x,x') = — t, (y, y') = — U (z, z') = — i, 


et tous les autres coefficients (x, y), (x, z), (x’, y), etc., deviendront nuis; 
de sorte que les variations de x, y, z, x’, y', seront représentées par ces 
formules très-simples, 


i '/n . 

dx = — dt, 

d x'='lpidl, 

flX 


« ttfl , 

d y =-di' dl ’ 


■ , dfl , 

<J y = dj (ù ' 




10. 
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lesquelles résultent aussi do celles auxquelles nous sommes parvenus direc- 
tement dans l’art. 14 de la sect. V ; ainsi il y aurait toujours de l’avantage à 
employer ces constantes à la place des autres constantes a, A, c, etc. 

Mais quelles que soient les constantes a , b, c, etc., elles ne peuvent être 
que des fonctions des constantes x, y, z, x', etc. ; doue, réciproquement, on 
peut regarder celles-ci comme fonctions de celles-là. On aura ainsi 

HCl _ H Cl tl x HCl Hy ' HCl Hz HCl ilx' il Cl Hy' <ICl il z _ 

Ha Hx Ha H y Ha H i. Ha * Hx' Ha Hy' Ha Hz' Ha ’ 


HCl HCl 


donc, substituant les valeurs de * etc., de l’article précédent, on ' 


dt = p dx' -h P dy' + p dz’ - dx - fdy- ** dz. 

da da an J du da da - da 


Or x, y, z, x', etc., étant fonctions de a, b, c, etc., on a 


*=£*+£*+£*+ 

. , Hx , Hx 1 ,, Hx' , 
dx — aa 4- «A -f- rfc -4- 


Substituant ces valeurs et ordonnant les termes par rapport aux variations 
da, db, de, cto., on aura 

dt = [a, t] rfi + [o, c] rfc + [«, ÀJrfA + . . . , 

où les symboles [a, A], [a, c], etc., sont exprimés par ces formules : 

, , i J\ Hx' Hy Hy’ Hz Hz' Hx ' Hx Hy' Hy Hz’ Hz 

1 * Ha Hb ' ^ fia Hb Ha Hb Ha Hb Ha Hb Ha Hb ’ 

Hx Hx' Hy Hy' Hz Hz' Hx' Hx Hy' Hy Hz' Hz 

Ha Hc Ha Hc * Ha He Ha Hc Ha Hc Ha Hc 


|«, cj = 


On aura de même, à cause de [ b, «J = — [a, A], 

dt= — [a. A] da 4 - [ b, c] de 4 - [ b, /»] dh -f- ...» 

11 1 Hx Hx' H y H y’ Hz Hz' Hx' Hx Hy Hy Hz.' Hz. 

’ ’ ^ Ub Hc Hb Hc * HB Hc Hb Hc Hb Hc Hb Hc 
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et ainsi de suite, en changeant simplement les quantités a, b, c, h, i, k entre 
elles, prises deux à deux, et en observant que l'on a, en général, 

[/>, a\ = — (rt, b\\ 

de sorte que la valeur des symboles ne lait que changer de signe par la per- 
mutation des deux quantités qu’ils contiennent. 

Si l’on compare les valeurs fie ces symboles marqués par des crochets 
carrés avec celles des symboles analogues marqués par des crochets ronds 
(art. 03), on y remarque une analogie singulière, qui consiste en ce qu’elles 
sont exprimées de la même manière en différences partielles de a, b, c, etc., 
relatives il x, x\ y, etc., ou de x, x\ y, relatives à a, b, c, etc. 

OS. Ces dernières formules sont celles que j’avais trouvées directement, 
dans mon premier Mémoire sur la variation des constantes arbitraires (*), et 
elles résultent aussi immédiatement de la formule de l’art. 12 de la sect. V, 
laquelle, en faisant les substitutions indiquées ci-dessus (art. 61), se réduit à 

A.l idt = Axox'-l- Ay5y'-t- Azàz' — Ax'ox — ày'Sy — Az'âz. 


Dans cette formule, les différences marquées par S doivent se rapporter aux 
variations de toutes les constantes arbitraires a, b, c, etc.; mais les diffé- 
rences marquées par A peuvent se rapporter à la variation de chacune de ces 
constantes en particulier (art. 10, section citée). Ainsi on aura, en rappor- 
tant la caractéristique A successivement à a, b , c, etc., 


«/a 

ila 


dl = 


d\ 


,ly 


riz ■> 


du! 




X — 


dy ' * 


(Ut 


$V 



et de même en changeant a en b , c, etc. 
Mais on a 


% dx , dx », dx w 

o x = -j- aa -+- -jt a b -h -y- de - 4 - ...» 

aa do de 

* / dx , dx r j, dx’ j 


et de meme pour iy, iy', iz, iz'; en faisant ces substitutions, on a pour 

4 r ’ etc., les mêmes formules trouvées ci-dessus. 
da do 


( *) le» Mémoires de la première Clause de l'Institut pour 1808. [Note de Lagrange.) 
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Mais une conséquence importante qui résulte de ces ibr.nules, c’est que 
la variation de la fonction si, en tant qu elle dépend de celle des éléments «, 
A, c. etc. , est toujours nulle. En effet, si dans la différentielle 

lü, da ■+■ 7 II, dh ■+■ 7?T dc ■+■ • • • - 

on substitue les valeurs de e tc en — , ,lh ... , 

Ha ,11, •’ en HJ' ,/i’ ptl > on trouve que 

tous les termes se détruisent, ce qui est un résultat très-remarquable. 

(Mi. Comme la solution du problème principal dans lequel on n’a point 
é«ard ans forces perturbatrices doit donner les valeurs des variables x, y, - 
en /, avec les constantes arbitraires «, b, c, etc., il n’y a qu’à faire d’abord 
' = ° dans ces valeurs et dans celles de leurs différentielles relatives à t, et 
prendre ensuite leurs différences partielles relatives à a, b, r, etc. On a ainsi 

facilement les coefficients des différences Ha, Ht , , etc., dans les valeurs de 
HiX , Hit . .. , . 

H» dt ’ db dt ' eU> - ’ *‘ t 11 " e s a g lt P l,,s que de chercher ces différences mêmes 

par des éliminations linéaires, comme je l’ai pratiqué dans le Mémoire cité, 
à l’égard des éléments des planètes. 

A cet égard, les formules de l’art. 65 paraissent avoir de I avantage, en 
ce quelles donnent directement les memes différences ; mais elles demandent 
d’abord qu’on ait les expressions des constantes arbitraires a, h, c , etc., par 
les variables x, y, z et leurs différentielles, ce qui, dans plusieurs cas’, ne 
peut s’obtenir que j>ar des éliminations d’un genre supérieur aux linéaires, 
ensuite, après avoir pris leurs différences partielles relatives à x, y, z , x . 
r\ =', il faut y remettre les valeurs de ces variables en a, b, c, etc., puisqu'on 
dernière analyse les coefficients (a, b), (a, c), etc. , doivent devenir des fonc- 
tions dc a, b, c, etc., sans /, ce qui constitue l’essence et la force de cette 
analyse. 

Quoi qu il en soit, ayant donné, dans le $ I, des expressions fort simples 
des coordonnées .r, .y, s, en t et «, b, e, h, i, b, nous y appliquerons les 
formules du dernier article, pour en déduire les variations des éléments n, 
h, c, etc., comme nous l’avons pratiqué dans le Mémoire cité, parce que le 
calcul par ces formules acquiert une simplicité et une élégance qu’il n’aurait 
pas, à beaucoup près, par les autres formules. 
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67. Reprenons les expressions île x, y, s données dans l'art. 15, 
x= «X H- A Y, y = a, X -+- [i, Y, : = a, X -+- jî. Y, 
dans lesquelles (art. 17) 

X=a( cos 9 — e), Y=«y/i — e 5 sin9, 
l'angle 9 étant déterminé par l’équation (art. 16) 

< — c = y/ -’ r (9 — esinS). 

Ces formules ont l'avantage que les trois éléments de I orbite a, b, <■ ne se 
trouvent que dans les quantités variables X, Y, et sont, par conséquent, 
séparées des trois autres éléments A, i, k qui dépendent de la position de 
l’orbite, et dont les coefficients a, |5, a , etc., sont fonctions (art. 13). 
Considérons d'abord la formule 

dx ilx’ ily dy’ th ilz’ tLr' ilx tir tir tlz' il: 

ilti 'fit: tla fit: ^ ftu tilt tia tlb ~tla tlb fia tU: 1 

et substitnons-y les valeurs de r, y, z données ci-dessus; en faisant 

Y , -/X v , 

\ = | * T = -y- 1 

rit ilt 

on aura pour .r', >■', z' les mêmes expressions, où les quantités Y, ^ seront 
marquées d’un trait; et comme les constantes a, b n’entrent que dans X 
et Y , on aura 


tix 

tlX 

, ,1 Y 

dx' 

dX' 

, dY 

f la 

= *Ti + 

< J da ’ 

Ta' ~ 

a Tr + 

< 5 Ta 

rtx 

, IX 

« dY 

dx' 

d\' 

a riy 

Tb ~ 

= K W~ h 

<' dF’ 

db ~ 

* db 

db 


et changeant a, fs en «, , (3, et en jS,, on aura les valeurs de -J < etc. 

Ces différentes valeurs étant substituées dans la formule précédente, et 
ayant égard aux équations de condition 

z 1 ■+• ■+■ * j = 1 » ,3* ■+■ jïj — I , ap -+- a,, S, -t- a, (5, = o, 

qui ont lieu entre les coefficients a, ,8, a,, etc. (art. 14), cette formule se 
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réduira à la (ornie 

dx rfv ^ ,/v ,/Y' _ ,/v _ dv ,n_ 

da Hb fia dit fia df> fia db 


où l'on voit que les quantités a, 'i, ad, etc., qui dé|»endent de la position de 
l’orbite, ont disparu. 

Oij aura un pareil résultat par rapport aux différences partielles relatives 
à c, et il n'y aura qu’à changer dans la formule précédente a et b en c. 

Si «loue on substitue dans X, Y, X’, Y' leurs valeurs en /, qu’ensuite on 
fasse t égal à zéro ou à une quantité quelconque déterminée, et qu’on désigne 
par X, Y, X', Y' ce que X, Y, X', Y' deviennent, on aura (art. 64) 

■ Ai_rfX d\‘ t dû dV dX‘ dX d Y' d\ 

—fia db ^ da db da db da db ’ 

et l’on aura de même les valeurs de [«, c], |/», c], en changeant b en c et 
a en b dans les différences partielles. 

68. Or on a 

X = a(cos9 — e), Y = « ù i — c’sin^; 


donc, puisque X' = 


dX 
dt ’ 


v , d Y 

î — -j - , on aura 


X' = — a sinô Y'= a \/ 1 — e % cosO 

Mais l’équation 

(t — c) y/|, = 9 — csin$ 
donne, par la différentiation, 

A fl 

d s V «• 

donc on aura 


fît i — e cos fl 


X'=-t/ g , Y'= — 

Val — e cos 0 Va t — 


■os 6 
ecosS 


Il faut maintenant différentier ces formules en faisant varier les trois con- 
stantes a, e, c; nous dénoterons par la caractéristique o les variations rela- 
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tives à ccs constantes; ainsi on aura d'abord 


81 


50 = 


'-fK-Vv- ■¥■»>« 6 lie— y/|, 
1 — e cosÔ 


de 


ensuite 


SX = — a sin 050 -+- cos Qda — d.(ae), 

S Y = « y/T — c 2 cos 050 -+- sin Qd. (n — e a ), 

V a (i — ccosS(' 

. /b sin4ro»S . sin S , . /ë 

~ V « (T— «cos 6)’ ~ i — ecos9 ® ' V â’ 

SY'= - i/5 /.-c* . * in9 fl| , 50 

V (i ' (i — ecos») 


de 


WU'~=*K T^p 

On peut faire ici < = o; mais il est plus simple de faire 1 — c, ce qui 
donne aussi 0 = o; ainsi on aura, en changeant X, Y en X, 1 , 

$0 =-\Tk —, 

« X = (i — e) da — ade , 

SK = « i/i — e a 50 = — \/- — - fle, 

’ V o i — e 

i V'— t ; B K 

J ' — V o i — * ~~ «’ (i — «)•’ 

/- , rf.(V* /T=T*) 

sr'= t/ s \fi ; *- ,, + - vv " > 

= d . (' t/? = iE^td.Jk -h i/« — !*l_. 

\V rt I — « y i — « Vfl V « — 


B9. Ici nous avons conservé la quantité e, qui est la demi-excentricité ; 
mais si, à sa place, on veut employer le demi-paramètre b = a (i — e 2 ), on 
Méc. anal. II. 1 1 
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aura, par la différentiation, 

de = 

2 UC 

et les expressions de i \ et de il', qui contiennent de, deviendront 


iX = 


-Ji 


C r ) da H- dh 
a e 


i Y'= S fl'E=Lda-d l - 

V d a au V u 


a oe(i 


dh_ 

— e) |/i — «’ 


De là nous aurons les différences partielles 


I s 
1 

II 

dX 

1 

(IX 


d/> 

2 e* 

de 

o, 

dr 

dy 


dr _ 

. /g 

da = °> 

dh 

= o, 

de 

” Vï T=i 

dX' 

dX’ 

dX' 

K ■ 

7Â7 = °’ 

dh 

= o, 

de 

a' (i — e)’’ 


dr 

=- vl 


1 

da V a 2ae 

dh 

aof(i- 

-rjVi — e’ 


et l’on trouvera, par la substitution de ces valeurs dans les expressions des 
symboles [«, A |, |«, c|, [A, e] de l’art. 67, 


[a, AJ = o, [a, cl = 8 , - 6 |* , e K = — t > 

L J 1 J îfl’c art’Hi — c) no* 


[a,c] = -4 

1 J 2 are 




VJ — e" 

(l — e)* v/T^? 


(i — c) 

= o. 


On aurait encore les mêmes résultats en changeant A en e, si l’on voulait 
conserver l’excentricité à la place du paramètre. 

70. Considérons ensuite la formule 


dx tlx' <ly dy' dz dz' dx' dx dy' dy dz' dz 

da dit (ht dh da dh da dh da du da d/i 

Comme la quantité h ne se trouve que dans les coefficients «, Çi, a, , etc. , qui 
ne contiennent point a, on aura 

‘* r , dp Y dr' dx v , dp y, 

dh ,U, V du > d/i — dh K " dh 1 ’ 
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et changeant *, fl en fl, et en a,, fl,, on aura les valeurs de , 

/M’ 7 /, ‘ ^ «les différences partielles relatives il a, elles seront les 

mêmes que dans l'article précédent. 

Ku faisant ces substitutions, on remarquera qu'en vertu des mêmes équa- 
tions de condition difïérentiées, on aura 

zda 4- a,da, 4 - a,da, = o, fldfl 4- fl,dfl, 4- fl,dfl, = o, 
adfl 4- a, dfl, -+- a,d fl, = — flda — fl,da, — fl,da,\ 

de sorte qu’en faisant, pour abréger, 

flda 4- fl,da, 4- fl,da , = dx 

( j'emploie l'expression différentielle dx (*)i quoique la valeur de dx ne soit 
juts une différentielle complète), la formule 


se réduira à la forme 


et la formule 


tir dx' dy dy' dz dl 1 

da dh da dit du dh 


' X ' ' 1 — Y' \ ' 11 - 

da du 1 tilt 


dx' dx 
da dh 


dy' d) 
du dît 


dï_ dz 
da dh 


à cette forme semblable 


V da da )dh 

Donc, en retranchant la seconde de ces quantités de la première, et obser- 
vant que 

X'dY 4- YrfX'= rf.X'Y et Y 'dX 4- XdY' = d.X\\ 
on aura pour la transformée de la formule dont il s’agit, contenant les diflfë- 

( * Il n’v a dans I» question qu'une variable indépendante qui est le temps. Toute expression dif- 
férentielle peut donc être intégrée, et l’observation de Lagrange semble, par conséquent, inutile 
J'ajouterai qu'elle est de nature h embarrasser le lecteur, qui doit voir plus loin , art. 75, adopter cette 
lettre % minute l'une des constantes variables du problème. (/. Bertrand, ) 
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rences partielles relatives à a et h, 


ii.(\X ' — XY' ) 

lia tilt ’ 

et il en sera de mente en changeant a en b et c, et h en i et k. 

71. Il nous reste à considérer les formules oti il n'y a que des différences 
partielles relatives à h, i, k ; de sorte que, comme ces quantités n'entrent 
que dans les coefficients a, p, a,, etc., il n'y aura aussi que ces coefficients 
qui deviendront variables. 

Les dillérentielles de ces coefficients se réduisent à une forme très-simple, 
en employant les coefficients analogues y, y', y ", et en ayant égard aux 
équations de condition entre ces diflérents coefficients (art. 14 ). 

En effet, si l’on suppose 

yda 4- y, du, -+- y,da 2 = dm, 
ydfr 4- y, dp, 4- y t dp, = dm, 

les trois équations 

ada 4- a, da, 4- a, t/a, = o, 

pda -h P,da,-h p 2 da 2 — dx, 

yda 4 y,da , -t- y 2 da 2 = dm, 

étant ajoutées ensemble, après avoir multiplié la première par a, la deuxième 
par p, et la troisième par y, on a 

da = pdx -+- y dm', 

et si on les multiplie par a,, jS t , y, et par a,, j?,, y„ qu'on les ajoute ensuite, 
on a pareillement 

da, = p,dx-hy,dm, 
d cc t = P t dZ -H y a dm. 

De même les trois équations 

adp 4- <*,d i, -t- a i dp t = — dx, 
pdp 4- P, dp, 4- P,dp, = o, 
y dp 4- y, dp, 4- y t dp, = d<r. 
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donneront 

dfl — — *d% -\-ydtr, 

• dfc= —a,dx-hy,d<r, 

= — a,dx + y t dtr. 

Enfin les trois équations 


ady -+- a ,dy , -+- a t d y 2 = — dit, 
fldy + fl,dy, + fl t dy t = — da, 
ydy + y, dy, -+- y 2 dy 2 = o 


donneront pareillement 

dy = — adyr — J 3da, 
dy, — — a, dw — fl, da, 
dy 2 = — a^d-jt — fl 2 da. 
72. Par le moyen de ces formules, on aura 


da- 

dh 


= X 


da 

dh 


*!=(.« 


«Y)^ 

' fl 


dh 


dit 

dh 



et affectant les quantités a, fl, y d’un ou de deux traits, on aura les valeurs 
«le pour avoir celles de ^jr» il n’y aura qu’à affecter d'un 

trait les quantités X et Y. Il en sera de même des différences partielles rela- 
tives à i et k, en ne faisant que changer h en i et k. 

En faisant ces substitutions et ayant toujours égard aux mêmes équations 
de condition, la formule 


rlx tix' dy dy' dz dz r djd dx dy 1 dy dz' dz 

dh di dh di dh di dh di dh 3T ~dh di 

se réduira à celle-ci : 


-(*£-<-*£) (xÿ+vÿ) 

= (XY'-YX')(J*-Jg). 

Il en sera de même des formules semblables, en changeant h et i en k. 
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Comme les coefficients a, ,3, y, o' , etc., sont fonctions des trois éléments 
A, k (art. 1.1 et 11), les trois quantités d%, < lu , <ft r, que nous avons intro- 
duites dans les formules précédentes, doivent être aussi fonctions fies mêmes 
éléments; et si, dans les valeurs de ces trois quantités, on substitue les ex- 
pressions de a, ,3, etc., données dans les articles cités, on trouve, après 
quelques réductions fort simples, 

d% — dk -+■ cos idh. 

d-r — — cos k sin / dh sin kdi, 

do — sin k sin idh -4- cos kdi. 

Mais ces quantités ne servent pas seulement à simplifier le calcul, elles 
représentent d’une manière fort simple les variations instantanées de la posi- 
tion de l'orbite. En eflèt, comme le plan des x et y, auquel nous avons rap- 
porté l'inclinaison /’ et la longitude h du nœud, est arbitraire, on lient le 
faire coïncider dans un instant avec celui de l’orbite, en faisant i = o; on 
aura alors 

d y - dk -t- dh, dor = sin kdi. do — cos kdi. 

Dans ce cas, Ah 1- k sera l'angle que le grand axe de l’ellipse fait avec une 
ligne fixe ; par conséquent, dh -t- dk, ou d%, sera la rotation élémentaire du 
grand axe de l’orbite sur son plan. 

I, 'angle élémentaire di sera l’inclinaison comprise entre deux positions 
successives du plan de l'orbite devenue mobile, et l’angle h sera la longitude 
du nœud formé par ces deux positions, comptée sur le même plan; de sorte 
qu'en désignant par di' et h' ces deux éléments, on aura 

di' = y /dit* -+- do * et tang A' = ~ ; 

ainsi la variation instantanée de la position de l’orbite est déterminée par les 
trois éléments dx> dot, do, d’une manière indépendante de tout plan de 
projection. 

73. il est maintenant très-facile de trouver les valeurs des autres coeffi- 
cients représentés par les symboles |n, A], [A, AJ, etc.; il n’y a qu à substi- 
tuer potir XY' — YX', c'est-à-dire pour — — » sa valeur, cpii est 
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= I) (art. ll) = y/gA (art. !&)» et pour dx, d-n , dt leurs valeurs en A, 
», k de l'article précédent ; niais à la place de l’élément k nous retiendrons 
l’élément x ("K qui exprime l’angle que le grand axe de l'orbite parcourt en 
tournant sur son plan mobile: c’est proprement le mouvement de l'aphélie 
ou du périhélie sur le plan même de l’orbite. Nous aurons ainsi 


donc 

ensuite 


X'—k- 1- /'cos idh ; 
k = X — ./ cos > 


lï_ 

•h. 


i. 


,ii, 


= — cos k sin »', 


dit 

7 U 


sin k. 


ni . . . . 

-jj- — sin fi sin /, 
an 


dt 

dt 


— cos k. 


et toutes les autres différences partielles seraient milles, ce qui donne 


De là on aura 


dr. dn dn dv 

dh dt di dh 


|«, AJ = 0, 

|»i, »J = 0, 

J«,^j = o, 

[A, AJ = 0, 

JA, »| = 0, 

\ b ’X\ = -\'Jv 

[c, AJ = 0, 

|c, »J =0, 

O 

* 

II 

O 

[A, »] = V P 

— sin », | A, 

* 

T 

0 

* 

11 


7 i. Ces valeurs, jointes à celles que nous avons déjà trouvées (art. 69 ), 


«tonneront enlin 



•8 

-Ts 

11 

€it 

1 

II 


~ dt = - ±da, 

de xa 

da. . 

Hh (U =- 

y/g b sin idi. 

dt — y/g A sin idh. 

da . 1 

t — dt = - ! 

d x » 

\A m ' 


(*) 11 faut avouer qui* l'jippliration ultérieure des formules de l'art. 04 exigerait quelques explica- 
tions, car ces formules sup|K»saienl il exprimé en fonction des constantes du mouvement elliptique, et 
la lettre * n’en est pas une. Cette lettre jr n’a pas même de sens précis, puisqu’elle n’a été définie que 
par sa différentielle, l'oyez, à ce sujet , des observations très-fondées de M. Binet, Journal rie V École 
Polytechnique, tome XVII, page 76 (? 8 r cahier . [J. Bertrand. 
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il' ou résultent ces expressions très-simples des variations des éléments ellip- 


tiques: 


, aa* r/A , . an* r/fl 

da — r- «/, «c = — — 7 — r//, 

g r/c ’ g r/a 


r//> = 3Vi 
Vg 


» a r/fl , 

f/ * = - 7 m'*> 


rfA = - =^-. ^ <//, rfi = =î-_ ~ ■ 

V g h sim yg6 si 11 / «« 

75. On aurait des formules un peu moins simples, si à la place du demi- 
paramètre on voulait conserver la demi-excentricité e. Alors, à cause de 
b = a (1 — e*), on aurait 

XV'— YX'= y'go(i — e 3 ), 

ce qui donnerait 

K*l = -'®§ 5 ' l*. *)-*%• 


2 ya 


Vi — <r 


et les valeurs de dt , r// . r// deviendraient 

«rl ne tly 


ai 


‘!n dt= JL tdc -M L-f!) 

«ri 2 « 


2 v« 




rffl <//= CVR« 

fie y 




«X 2 v« ^1 — c 1 


rfe; 


d’où l’on tire, en substituant pour da sa valeur donnée ci-dessus, 


, an* r/fl . «(■ — «•*) r/A , 

de =5 — -p- d/ h — — - — j- (lt, 

g i/a g cr/c 

de — — ' / ? 1 - — f// — a ( '~ c *) d — 


fa ed X 

. — e* r/fl , 

dX=-r=~ 7d0 dt ’ 


J — dt 

ge de 


Vga 


qu'on substituera à la place des valeurs de de, db, dy de l’article précédent, 
les autres valeurs demeurant les mêmes. 

Par ces formules, on peut donc avoir l'effet des forces perturbatrices sur 
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le mouvement d’une planète, en rendant variables les quantités qui, sans ces 
forces, seraient constantes; mais quoiqu'on puisse, de cette manière, déter- 
miner toutes les inégalités dues aux perturbations, c’est surtout pour les 
inégalités qu’on nomme séculaires, que les formules que nous venons de 
donner sont utiles, parce que ces inégalités étant indépendantes des périodes 
relatives aux mouvements des planètes, affectent essentiellement leurs élé- 
ments et y produisent des variations ou croissantes avec le temps, ou pério- 
diques, mais avec des périodes propres et d'une longue durée. 

7(>. Pour déterminer les variations séculaires, il n’y aura qu’à substituer 
pour 11 la partie non périodique de cette fonction, c'est-à-dire le premier 
terme du développement de fl en séries du sinus et du cosinus d'angles dé- 
pendants des moyens mouvements de la planète troublée et des planètes 
perturbatrices. Car, !! n’étant fonction que des coordonnées elliptiques de 
ces planètes, lesquelles peuvent toujours, du moins tant que les excentricités 
et les inclinaisons sont peu considérables, se réduire en séries du sinus et 
cosinus d’angles proportionnels aux anomalies et aux longitudes moyennes, 
on pourra aussi développer In fonction fl dans une série du même genre, et 
le premier terme sans sinus et cosinus sera le seul qui puisse donner des 
équations séculaires. 

Désignons par (fl) ce premier terme de 11, lequel sera une simple fonction 
des éléments a, b , c, e, h, i de la planète troublée et des éléments semblables 
des planètes perturbatrices ; il est clair que l'élément c qui est joint au temps t 
ne s'y trouvera pas: ainsi, en substituant h à la place de fl, on aura, pour les 
variations séculaires, les formules 


da= o, + 

g ,la gc de 

de = - S { 4Qdt, d X - ^2 dl, 


d/i — -_*= 

y/g S sm un 


/; _ ’ _K n J_ 

yçb sill idh ’ 


jù b = a ( I — e’ ) . 


77. F.’ équation da = o fait voir que le demi-grand axe, ou la distance 
moyenne a n’est sujette à aucune variation séculaire, ce qui n’est qu’un cas 

Afcc. anal. H. 12 
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particulier du théorème général que nous avons démontré dans l’art. 25 de 
la sert. V , car la quantité H de cet article est la même que la quantité H 
des art. 5 et suivants de la section précédente, et l’on voit, par l'art. 15, 

que I on a H = — 5^. Ainsi il faut appliquer à la distance moyenne des pla- 
nètes les résultats que nous avons trouvés sur la valeur de la force vive d'un 
système quelconque (sect. V, § III). 

f/.i satiation de produit une alteration dans le mouvement moyen; car 

" 1 1 — ' I \J i- I anomalie moyenne, c est-a-dire l’angle du mouvement 

moyen compté depuis le périhélie (art. 19), cette anomalie sera sujette à une 
variation exprimée par — y/jj de, à cause de da = o; et si l’on ajoute la 

variation rf* du lieu du périhélie dans l’orbite, on aura dx — y/ï de pour 

la variation séculaire de la longitude moyenne que nous désignerons par dh. 
On aura ainsi 


rf(fl) 

g da 


d* — dx — y/|,<fc = — a y/^ 

à cause de 

i — \/i — e’ = 


dt 


V i — c* 


d(il) 


v'gâ 1 + ^1 — e' de ’ 


i ■+■ vi — ë* 

79. Lorsque l’excentricité e est fort petite, les valeurs de de et dx ont 
I inconvénient d avoir au dénominateur la quantité très-petite c. Mais il est 
facile d’y remédier en substituant à la place de e et * les transformées e sin*, 
reos*. 

En effet, si l’on fait 


on aura 


/« = esin^, » = ecos*, 


dm — sin xde -b e cos dn = cos *</e — e sin *d* ; 

donc, substituant les valeurs de de et dx. 
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Or, en regardant (0) comme fonction de e et ~y, et comme fonction de in, n, 
on a 


3 ?<* 


rf(fl) 

de 


de = dm 
dm 


Wd», 

dn 1 


équation identique qui, par la substitution des valeurs de dm et du, donne 
ces deux-ci : 


<«ft) 

dy. 

<m) 

de 


= <W) 

dm 


e cos X 


/(fl) 

ir es,n *’ 


-kr Mn * 


rf(fl) 

-dn 008 


donc, faisant ces substitutions, on aura les équations 


Vg« <* n 


dn = - 'Ip dt, 

V g a dm 


qu'on pourra employer à la place de celles qui donnent les valeurs de de et 
dy (art. 7;»). 

On peut faire des transformations analogues sur les dernières équations 
qui donnent les valeurs de dh et di. 

Soit, pour cela, 

p = sin i sin h, (j — sin i cos h ; 


on trouvera, par un procédé analogue, 


dp = 


co si d(i l) 
Vgi dij 


dt, 


d*--~*mdt. 

v'gi dp 


79. Les forces perturbatrices que l’on considère dans la théorie des pla- 
nètes viennent de l’attraction des autres planètes, et nous donnerons plus 
bas la valeur de 12 qui résulte de cette attraction ; mais on pourrait aussi 
regarder comme force perturbatrice la résistance qu’elles éprouveraient de 
la part d’un fluide très-subtil, dans lequel on les supposerait nager. Dans ca- 
cas, en prenant R pour la résistance, on ferait, comme on l’a vu dans l’art. 8 
de la sect. II, 


or = 


dx 

tis 


ox -+- 


dy j 


dz 

ds 


62 , 


le fluide résistant étant supposé en repos. 
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Il en résultera ainsi, dans la valeur de 8fî, les termes (art. (52) 

- /(8r = — R (&** + +j>T + ***y 

On suppose ordinairement la résistance proportionnelle au carré de la 
vitesse, laquelle est représentée par > et à la densité du milieu, que nous 

désignerons par P; ainsi les termes dus à la résistance, dans l'expression 
de 8fl, seront 

r th(dx$x 4 - rly jy 4 rlzâz) 

Pour évaluer la quantité dxSx -+- dySy 4- dzSz, il n’y a qu’à employer 
les formules des art. 67 et 70, en observant que la caractéristique d se rap- 
porte au temps t, qui n’entre que dans les valeurs de X et Y, et que lu carac- 
téristique 3 doit se rapporter aux constantes arbitraires a, b , etc. , qui entrent 
dans X et Y et dans les coefficients a, p, etc. 

On aura ainsi, en changeant d en 8 dans les expressions de da, dp, etc., 

dx = adX 4 - pdY , djr = «,dX -+- p,dY , dz = a t dX 4 - p t dY, 

Sx = aoX -+- pê Y -t- X (pSX yo7r) 4- Y ( — «SX 4 - yo a) 

= «(SX — YS;e)4-j3(8Y 4- Xi%) 4 - 7 (X 8 t 4- YS«), 

8j = «, (SX - YS*) 4- p, (SY 4 - X8*) - 4 - y, (XSt 4 - YStr), 

Sz = «,(SX - Y 8*) 4 - 15,(SY 4 - XS X ) 4 - y,(X8w 4 - Y S,). 

De là, en ayant égard aux équations de condition entre les coefiicients a, p, 
y, a,, etc. (art. 14), on aura 

dxSx 4 - dySy 4- dzlz = dXiX 4 - rfYSY 4 - (X8Y — YSXJS*, 

et si l’on y substitue pour X et Y leurs valeurs rcos*, rsin<ï (art. !.»), 
on aura 

dXSX 4 - rfYSY = drir 4 - /• , t/<l>8<t>, 

XrfY — YdX = r’rf*, 

ds = y/f/X* 4- t/Ÿ 1 = ^dr* 4 - r*d$*. 

Donc les termes à ajouter à 8iî, à raison de la résistance du milieu, seront 
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représentés par 

T /dr‘^+-7*ïffî' [drâr + r'il4>â't> -+■ r'd 1 f’^x) 
d? ’ 

où il n’y aura plus qu’à substituer pour r et <J> leurs valeurs en t, données 
par les formules des art. 21, 22, en faisant attention que la caractéristique </ 
se rapporte à la variable t, et la S aux constantes arbitraires. 

CHAPITRE TROISIÈME. 

sim LE MOI'VEMENT d’l'N COUPS ATTIRÉ VERS DEUX CENTRES FIXES PAU UES FORCES 
RÉCIFROQl EMENT PROPORTIONNELLES AI E CARRÉS DES DISTANCES. 

80. Quoique ce problème ne puisse avoir aucune application ati système 
du monde, oii tous les centres d’attraction sont en mouvement, il est néan- 
moins assez intéressant du côté analytique pour mériter d’être traité en par- 
ticulier avec quelque détail. 

Supposons qu'un corps isolé soit attiré à la fois vers deux centres fixes 
par des forces proportionnelles à des fonctions quelconques des distances. 

Soient, comme dans l’art, 4, l’un des centres à l’origine des coordonnées, 
et R la force attractive; et pour l'autre centre, supposons que sa position 
soit déterminée par les coordonnées a , b, c, parallèles aux x,y, z ; soient, 
de plus, Q sa force attractive, et q la distance du corps à ce centre, il est clair 
qu'on aura 

q = \J\x — a) J -t- \y — b) % -t- (z — c)’, 

c'est-à-dire, en substituant pour x, y, z leurs valeurs en r, 4. P (art. 4 ), 

q == r 1 — a r [(« cosp -t- ôsin p) cos 4 -t- csin 4 j -+- A’), 

en faisant h — \/(a J -t- b 1 -t- c 5 ), distance des deux centres. 

Il est clair que la valeur de T sera la même que dans le problème du 
cliap. 1", mais la valeur de V se trouvera augmentée du terme JQc/q-, et 
comme Q est fonction de q, et q fonction de r, <p, 4» ce terme donnera, 

dans les différentielles | J ’ Jo ’ 37 ’ ^ es termes suivants, savoir Q ^ Q 
Q qu’il faudra, par conséquent, ajouter respectivement aux premiers 
membres des équations différentielles de l'article cité. 
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On aura donc, pour le mouvement du corps attiré vers deux centres |»ar 
les forces R et Q, les trois équations suivantes : 



lit si le corps était attiré en même temps vers d’autres centres, il n’y au- 
rait qu'à ajouter à ces équations des termes semblables pour chacun de ces 
rentres. 

L'équation T -h V = H donnera cette quatrième équation, qui est une 
intégrale des précédentes, 


r f (cos* -fr- dÿ) -H dr* 
__ 


-l-/Rrfr-|-/Qrfy = a H; 


et il est visible, en effet, que les trois équations précédentes étant multipliées 
respectivement par rf?> rf' 1 , et ajoutées ensemble, donnent une équa- 
tion intégrable, et dont l’intégrale est celle que nous venons de présenter. “ 
On tire de cette équation 


= 4 H - a/Rr/r - a , fQdq 


dr 9 

a?’ 


valeur qui, étant substituée dans la première équation multipliée par r, la 
réduit à 


yJo ■+■ Rr a / Rrfr -+■ Q r -+- 2 ./ Qrf? = 4 H. 


Or, puisque 

rj 7 = r~ -h h 1 — a r[(«. eos$ -+- èsin <p) cos 4 -f- esin4J, 
on aura, en faisant varier r, 

nÿ = r — («cos <p -t- èsincp i cos4 — csind. = r — ' ,l ~ ? — '—TJL~!l • 

‘ dr ar a r ’ 
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donc, substituant cette valeur de on aura enfin 

itr 

d'.r 


“ 7 ~r + lb + a/Rrfr -+- Q Lr^L_A. a/Qrfy = 4 H. 


dette équation a l’avantage de ne contenir que les deux variables r et y, 
et elle indique en même temps qu’il doit y avoir une pareille équation entre 
y et /•, en changeant simplement r et y, ainsi (pie R et (j entre elles; car il 
est indifférent de rapporter le mouvement du corps à l'un ou à l’autre des 
deux centres fixes, et il est elair qu’en le rapportant au centre de la force Q, 
on trouverait, par une analyse semblable à la précédente, 


a df 


-+- Qy -+- aj’Qf/y -t- R — — -+- a / Rrfr = 4 H ; 


ainsi on pourra, par ces deux équations, déterminer directement les deux 
rayons r et y. 

Je remarque maintenant qu'on peut, sans rien ôter à la généralité, sup- 
poser les deux coordonnées a et A du centre des forces Q milles, ce qui re- 
vient à placer l’axe des coordonnées z dans la ligne qui joint les deux centres. 
Par cette supposition, on aura c = A, et la quantité y deviendra 

y/r J — a hr sin->J. -t- A’, 


laquelle ne contenant plus <p, on aura donc 


dq 

d f ~ °* 

Par conséquent, la troisième équation différentielle se réduira à 

d . r* cos’ \ fidf 

— °> 

dont l’intégrale est 

r’cos’tpdo ,, 

— Ti “ “• 

R étant une constante arbitraire ; d'où l’on tin* 


dq B 

« r* cos’ ip 
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Mais on a 
donc 


cos 


MECANIQUE ANALYTIQUE. 

• , r'+h'—q' 

Sin-yj. = -j—JL, 

J — ^4A*r»— (r»+y — (p)\ 

— lAr ’ 


par conséquent, en substituant cette valeur, on aura 

dq _ 4 BA* 

dï~~ 4A*r>— (r*-l- h'— q')'’ 


de sorte que, connaissant r et q en f, on aura aussi en t. 

Or, puisque sin-\f. et ^ sont déjà données en r et q , il est clair qu'on 

peut réduire la quatrième équation à ne contenir que r et q, et alors elle 
sera nécessairement, à raison de la constante arbitraire B, une intégrale 
complète des deux équations ci-dessus en r et q. En effet, on aura 


r Uji_ \ {r' + q' — h' ),l r—irq dq\' 
^ — th'r'—lr'+h'—q')' ’ 


ajoutant dr * , et réduisant, il viendra 

.u f« . dr*— A q'r'dr'+r'q'dq'— ( r' + g'— h*) rqd rdq 
^ ^ _ * ’ik'r t (r , -hh , — q')' 

De plus, on aura 


r'cos'ÿdq' 4 B* 

dt'~~ ~ “ 4A*r* — (;■*-+- A’ — ÿ*j’ ’ 

donc, faisant ces substitutions dans la quatrième équation et ôtant le déno- 
minateur, on aura cette intégrale • 


i 3 7 * dr' + r 'q' d q' — { r' + q*— A* ) r qdrdq y, 

(a) dl ' 

( -t- [4 A’r’ — (r* -t- A 1 — y’) J ] (jlWr -t- JQdq — a H) = o. 

Et il est facile de voir maintenant, d’après la forme de cette équation, qu'elle 
résulte des deux équations en r et q, multipliées respectivement par 


a q'd.r* — (r 1 -t- q 1 — h , )d.q i , a r'd.q* — (r* -+- q* — h , )d.r t , 


ajoutées ensemble et intégrées ensuite; mais il aurait été assez difficile de 
découvrir cette intégrale à priori. 
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81 . Pour achever la solution, il faut avoir encore une autre intégrale des 
mêmes équations ; mais on ne saurait y parvenir que pour des valeurs par- 
ticulières de R et Q. 

Si l’on suppose, ce qui est le cas de la nature, 



on trouve alors que ces équations, multipliées l'une par r/.y 3 , et l'autre par 
r/.r 3 , donnent une somme intégrable et dont l’intégrale est 

— /«*) _ — /.’ ) 

(b) ldt ' r <1 

' = 4 H (e* -h y* ) -t- 2 C, 

C étant une nouvelle constante arbitraire. 

Cette équation étant multipliée par r 3 -t-y 3 — A 3 , et ajoutée à l’inté- 
grale («) trouvée précédemment, donne, dans l'hypothèse présente, une 
réduite de la forme 


|r) j n (rf ' r — »«r(r'+ 3 y 3 — A 3 ) — ajSy(y 3 -t- 3r‘— A») 

!= sH(r'+ y'-f-6r 3 y 3 — A*)-+- aCfr' + y 1 - A 3 ) — a B 3 . 

Et la même équation étant multipliée par ar y, et ensuite ajoutée à celle-ci, 
ou retranchée, donnera cette double équation, 


(«0 


[ rH.q'Y 

TïU' 


— *\(r±tj ) 3 — A 3 (r ±y)J — £[(y±r) 3 — A 3 (yd=r)j 


= H [(/• ± y)* — A' ] -+- C (r ± y) 3 — B 3 . 

De sorte qu'en faisant r -+- y = s, r — y = «, on aura ces deux-ci : 


(*) 


t -Te"!’*- - (« -t- J9) -h A 3 (« + |S) j = H(j* — A*) ■+• C. 3 - B 3 , 
£)«’ + A * (« “ /*)« = » A *) + C«*- B 3 ; 


d'où l’on tire d’abord cette équation, où les variables sont séparées, 

ds 

\ v’H? +(«-+-£) j’Tc ? — h’ (a +jS) j — HA‘ — B’ 

du 


</) 


— (îj u»-h Cu* — A* («— /S) h — HA*— B* ’ 

/tf&. dAffi. II. l3 
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ensuite 




fit = 



s*ds 

4 V H C? — /|* 1 a -h ,3) J — ÜP — B* 
// T s/u 

4 (« — jS )ti* 4- C a’— /l’fai + pjw — H/r — B*’ 


Les mêmes substitutions étant employées dans l'expression de - f J trouvée 
ci-dessus, ou aura 

' 1"1 i lt/r _ 4 BA* / t 1 \ 

fit ~ (i*— A') («* — A*) — j’ — u’ \? — k i ,7^T' ) ’ 

et substituant la valeur de fit. 


B h' fit 

(*’— A') vH*~‘+ (<* -t- fi 1 + Cj*— /<’ (a 4 ;i )s - HA*— B’ 

BA*rf« 

(u* — A*) /H «‘-t- (a — jSRTtT*-* — /i' (a — jâ |« — H/i*— B* 

Si l’on pouvait intégrer chacune de ces différentielles, on aurait d'abord 
une équation entre s et u, ensuite aurait t et <p en fonction de s et u ; donc 
on aurait tj, et de là, t et <p en fonction de r; et comme 



1 — a' 

sin 4 = — 7 — i . 

T 2 hr 


on aurait aussi 4 en r. Mais ces différentielles se rapportant à la rectification 
des sections coniques, on ne saurait les intégrer que par approximation, et la 
meilleure méthode pour cela me parait celle que j'ai donnée ailleurs (*) pour 
l'intégration de toutes les différentielles qui renferment un radical carré ou 
la variable monte à la quatrième dimension sous le signe. 


a 

82. Si, outre les deux forces —, et 4. qui attirent le corps vers les deux 


centres fixes, il y avait une troisième force proportionnelle à la distance, qui 
l’attirât vers le point placé au milieu de la ligne qui joint les deux centres, 
il est visible que cette force pourrait se décomposer en deux tendantes aux 
mêmes points, et proj>ortiounelles aussi aux distances. Dans ce cas donc, 


(*l f’nyet le quatrième volume des anciens Mémoire t de Turin. ( Note de Logrnnge. ) 
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on aurait 

R = “ 4- a >r, Q = ^ ■+- a yq, 

et l'on trouverait que l'intégrale (b) aurait aussi lieu clans ce cas; seulement, 
il (audrait ajouter à son premier membre les termes 

7 [ 5 r’c/’-H f (r'+ q') — h' (r’+ï’)]; 

ensuite, il y aurait à ajouter au premier membre de l'équation (e) les termes 

l |r‘ -h q‘ + i 5 ry (r>-+- q 1 ) — b' (r* •+■ q' + 6/ s <f )|, 

«■t, par conséquent, au [»remier membre de l’équation (d) les termes 

l>e sorte qu’il n'y aura qu’à augmenter les polynômes en s et u sous le signe 
dans les équations (e), [f), {g), des termes respectifs 

_?(,*_ AV) et —ïtu* — AV), 

4 4 

ce qui ne rend guère la solution plus compliquée. 

S3. Quoiqu’il soit impossible d'intégrer en général l'équation trouvée (J ) 
entre s et «, et d’avoir, par conséquent, une relation finie entre ces deux 
variables, on peut néanmoins en avoir deux intégrales particulières repré- 
sentées par s — const. et u = const. 

En effet , si l’on représente en général cette équation par 

fis du 

VS v’f 

il est clair qu’elle aura aussi lieu en faisant ds ou du nuis, pourvu que les 
dénominateurs yS ou y U soient aussi nuis en même temps, et du même 
ordre. 

Pour déterminer les conditions nécessaires dans ce cas, on fera 

s =/-+- ta, 

/'étant une constante, et ta une quantité infiniment petite, et désignant par F 

■ 3. 


Digitized by Google 



oo 


MECANIQUE ANALYTIQUE. 


ce que devient S lorsqu’on change s en f, le membre -= deviendra 

vS 


d'3> 




il faudra donc, pour qu’il y ait le meme nombre de dimensions de en en haut 
et en bas, que l'on ait 



alors, à cause de en infiniment petit, la différentielle dont il s’agit se réduira à 


dont l’intégrale est 


eltn 



k étant une constante arbitraire. Si donc on fait en — o, et qu'on prenne 

en même temps aussi k — o, la valeur de deviendra indéterminée, et 

l'équation pourra toujours subsister, quelque valeur que puisse avoir l’autre 

membre I ■ Or on sait, et il est visible par soi-même, que 
%/ V 

r = o et -jt. = o 
d J 


sont les conditions qui rendent f une racine double de l'équation l' - = o. 
D'où (*) il suit, en général, que si le polynôme S a une ou plusieurs racines 
doubles, chacune de ces racines fournira une valeur particulière de j; il en 
sera de même pour le polynôme U. 

Maintenant il est clair que lequation s =f ou r -+- q= f représente 
une ellipse dont les deux foyers sont aux deux centres des rayons r et y, et 
dont le grand axe est égal à f. De même, l'équation u = g ou r — q = g 


{*) Dans une Thèse présentée à la Faculté des Sciences de Paris, M. Scrret signale la démonstration 
précédente comme peu rigoureuse; il semble incontestable, en eflet , que quelques développements 
sont nécessaires pour la rendre entièrement satisfaisante. [Voyez une Note à la fin dit volume.) 

\J. Bertrand. ) 
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représente une hyperbole dont les foyers sont aux mêmes centres, et dont 
le premier axe est g. 

Ainsi les solutions particulières dont nous venons de parler, donnent des 


ellipses ou des hyperboles décrites autour des centres des forces p, — , pris 


pour foyers. Et comme les polynômes S et V contiennent les trois constantes 
arbitraires A, B, C, dépendantes de la direction et de la vitesse initiales du 
corps, il est visible qu'on pourra toujours prendre ces éléments, tels que le 
corps décrive une ellipse ou une hyperbole donnée autour des foyers donnés. 
Ainsi la même section conique qui peut être décrite en vertu d’une force 
tendante à l’un des foyers et agissant en raison inverse des carrés des dis- 
tances, ou tendante au centre et agissant en raison directe des distances, 
peut l’être encore en vertu de trois forces pareilles tendantes aux deux foyers 
et au centre, ce qui est très-remarquable (*). 


84. S’il n’ y avait qu’un seul centre vers lequel le corps fût attiré par ia 
force p> on aurait le cas de l’orbite elliptique que nous avons résolu dans 

le chap. I". Dans ce cas, on aurait (3 = o, y ~ o, et les deux polynômes S 
et U deviendraient semblables et ne passeraient pas le quatrième degré; les 
équations ( J ’), (g), (h) de l'art. 81 seraient alors intégrables par les mé- 
thodes connues, et le mouvement du corps serait déterminé par des formules 
en s et u, c’est-à-dire par les distances aux deux centres, dont l’un, celui 
dont l'attraction est nulle, pourrait être placé où l’on voudrait: ces formules 
ne seraient donc que de pure curiosité; mais il y a un cas où elles se sim- 
plifient et donnent un résultat remarquable, c'est celui où le centre d’attrac- 
tion nulle est placé sur le périmètre de l’ellipse. 

Pour obtenir ce cas, on déterminera les constantes B et C de manière que 
le rayon q étant nul, l’autre rayon r soit égal à h, distance entre les deux 
centres ; par conséquent, il faudra que les variables s = r q et u = r — q 
deviennent à la fois égales à h. Les équations (c) de l'art. 81 sont très-pro- 
pres à cette détermination. 


(*) M. Ossian Bonnet a donné, Journal de M. Lion ville, tome IX, page io5, une raison trea- 
simple de ce fait qui est susceptible d’une généralisation intéressante. ( Voyez une Noie à la fin du 
volume.) (/. Bertrand*} 
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Faisant s = u = A, la première de ces équations donne 

B’ = CA J ; 

ensuite, la différence de ces équations étant divisée par s — </, si l'on y fait 
,t = «= /(,ona, à cause de fi = o, 

— 3 uh a ■+■ ah 3 = 4 H/i* -+- a C h ; 

d'où I on tire 

C = — ah — a II A 1 . 


Par les substitutions de ces valeurs, le polynôme 

H j* -+- as * -+■ C j’ — ah 2 s — HA* — B‘ 

devient 

H(j‘— af’A'-t- A*) +- a(s* — s* h* — sh*-+- A’), 

ce qui se réduit à la forme 

H {s -b hy {s — hy -h a (s -h h) (J — A )*; 

il en sera de même du polynôme en «. 

Or, par l’art. 13, on a, dans ee cas, 

a — g et 11 = — j 

a étant le demi-grand axe de l’ellipse; donc les équations (/’) et (g) devien- 
dront 

Hs du 

(,_/,) y/ g (j-t-A)— ^ (j + A)* («— A) y^g(“-t-A) — -h A)' 


dt = 


s' <is 


«* du 


*-A)y/g(n-A)-i(j-i-A)' 4(*-A)y/g( B + A)-^( 1 . + A)’’ 


4( 


et si de cette dernière on retranche la première, multipliée par h 1 , et qu’en- 
suite on divise les numérateurs et les dénominateurs respectivement par 
s — h, u — h, on aura 

^ {s + h)ds (« -i- h) du 

4 Û \Js+-h— ~~ 4 vg y/u -4- 
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expression qui a l’avantage de ne contenir d’autre élément que le grand 
axe ia. 


8Î». Si l’on fait 



= /(*), 


l'intégrale étant prise de manière qu’elle commence lorsque z a une valeur 
quelconque donnée, et qu’on reinette pour s et « leurs valeurs p ■+■'/, p — 7, 
on aura, en intégrant, 


it\fs = f[h-hp-hq)—((h-hp — 7), 


où l’on voit que t — a lorsque 7 = 0, de quelque manière que l’intégrale 
soit prise. 

Or, puisque p est le rayon vecteur qui part du foyer, 7 est le rayon qui 
part de l’autre centre, qui est [iris dans un point de l’ellipse, et dont la dis- 
tance au foyer est h: il est clair que h et p seront deux rayons vecteurs, et 
que 7 sera la corde de l’arc intercepté entre ces deux rayons; par consé- 
quent, l’expression précédente de t sera le temps employé par le mobile it 
décrire cet arc dans l’ellipse, lequel sera donné ainsi par la somme des rayons 
vecteurs h -t- p, par la corde 7 et par le grand axe 2 a. 

L’intégrale que nous avons désignée par fonction Jz dépend des arcs de 
cercle, ou des logarithmes, suivant que a est positif ou négatif; mais lorsque 
l’axe 2 a est très-grand, cette fonction se réduit à une série très-convergente : 
on a alors 




s’* .3 z * 

3 ~ 


Le premier terme donne l’expression du temps dans la parabole, et l’on a 


4 1 v/g = \ ( h p ?) ' — \ ( h P ~ t)' * 

laquelle coïncide avec celle que nous avons trouvée dans l’art. !£.». Le l'este 
de la série donne la différence des temps employés à parcourir un arc de 
parabole, et un arc d’ellipse ou d’hyperbole ayant la même corde u et la 
même somme s des rayons vecteurs. 
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Cette (*) belle propriété du mouvement dans les sections coniques a été 
trouvée par Lambert, qui en a donné une démonstration ingénieuse dans 
son Traité intitulé: Insigniores orbital cometarum proprietates . Voyez aussi 
les Mémoires de l' Académie de Berlin pour l'année 1778. 

Le problème que nous venons de résoudre l'a été d’abord par Luler, 
dans le cas oii il n'y a que deux centres fixes qui attirent en raison inverse 
des carrés des distances, et où le corps se meut dans un plan passant par les 
deux centres ( Mémoires de Berlin de 1760); sa solution est surtout remar- 
quable par l’art avec lequel il a su employer différentes substitutions, pour 
ramener au premier ordre et aux quadratures des équations différentielles 
qui, par leur complication, se refusaient à toutes les méthodes connues. 

En donnant une autre forme à ces équations, je suis parvenu directement 
aux mêmes résultats, et j’ai même pu les étendre au cas où la courbe n’est 
pas dans un même plan, et où il y a, de plus, une force proportionnelle à la 
distance et tendante à un centre fixe placé au milieu des deux autres centres. 
Voyez le quatrième volume «les anciens Mémoires de Turin, d’où l’analyse 
précédente est tirée, et dans lequel on trouvera aussi l'examen du cas où 
l'un des centres s'éloignant à l’infini, la force tendante à ce centre devien- 
drait uniforme et agirait suivant des lignes parallèles; et il est remarquable 
que, dans ce cas, la solution ne se simplifie guère: seulement les radicaux 
<pii forment les dénominateurs des équations séparées, au lieu de contenir 
les quatrièmes puissances des variables, ne contiennent que les troisièmes, 
ce qui fait également dépendre leur intégration de la rectification des sections 
coniques. 

CHAPITRE IV. 

ai MOUVEMENT DE IlEl \ Ol PLUSIEURS CORPS LIBRES Ql I s’ ATTIRENT MUTl ELLEMENT, ET 
EN P IUT ICI MER DU MOUVEMENT nES PLANÈTES Al TOI R DI SOI EU., ET DES VARIATIONS 
RÉGULAI LES DE LEURS Eléments. 

8(». Lorsque plusieurs corps s’attirent réciproquement avec des forces 
proportionnelles aux masses et à des fonctions des distances, on a, pour 


(*} Ce théorème a étédnnnt , pour la pranrièni fuis, par Euler ilans le cas de la parabole ( vojn la 
note de la page 28 lut démonstration que donne ici Lagrange est fort indirecte; nous reproduisons 
•1 la fin du volume uni’ autre d t 'monstration roulement due à Lagrange , et extraite des Mt ‘moires de 
V Académie de Berlin pour 1778. (/. Bertrand.) 
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leurs mouvements, les formules générales des art. 1 et 2, en prenant les 
corps mêmes pour les centres d'attraction. 

Soient m, m\ m", etc., les masses des corps, x, y, s, x\ y', s\ x* , y ", 
z" , etc., leurs coordonnées rectangles rapportées à des axes fixes dans l’es- 
pace; la quantité T sera, comme dans l'art. I, 

, r dx'+dy'+dz' , dr‘' + dy''+-dz’'- „ dx"’-h r/y"'-+- dz”' 

a do 2 dt' a dt' 

Soient p', p", p'", etc., les distances des corps m', m", m w , etc., au 
corps ni, et R', R*, R", etc., les fonctions de ces distances auxquelles les 
attractions entre ces corps sont proportionnelles. 

Soient aussi f , p* , etc. , les distances des corps m", m w , etc. , au corps m', 
et R' , R’ , les fonctions de ces distances proportionnelles aux attractions. 

Soient de même p", p”, etc., les distances des corps m w , m 1 ’, etc., au 
corps ni", et RJ, RJ, etc., les fonctions de ces distances, proportionnelles 
aux attractions. 

Et ainsi de suite ; on aura 

ï=\fW 

pj = \J(x* 

P>V^ 

et la quantité V (art. 2) sera 

V = m(m7R'rfp'-i-m7R"rf p "+ m w /R'Vp w -t- . . .) 

m , (m"JR’dp -t- m m J'îCdp" m"(m'7RJrfpJ-f- . . 


— *)* -+- (/ — y)* -f- ( s ' — W, 

-*)*-!- (jr'-jr)* -h (*'- z)\ .... 

-*')'+ (y m - y’Y+ (z* -l'Y ..... 


Or, quelles <jue soient les coordonnées indépendantes qu’on voudra 
adopter, on aura toujours, par rapport à chacune d’elles, comme £, une 
équation de la forme canonique 


Aîéc. anal. IL 


JT rv *v 

àdl dt ât 


O. 


>4 
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Et comme, dans le système que nous considérons, il n’y a aucun point fixe, 
on pourra prendre l’origine des coordonnées partout où l'on voudra, et l'on 
aura toujours, comme on l’a vu dans la sect. III, les trois intégrales finies 
relatives au centre de gravité, ainsi que les trois intégrales du premier ordre 
relatives aux aires, et enfin l’intégrale des lorees vives 'I' -+- V = H. 

On aura de cette manière le mouvement absolu des corps dans l’espace; 
mais comme la solution de ce problème n’est importante qu'à l’égard des 
planètes, et qu'il n’y a que leurs mouvements relatifs, par rapport au soleil 
regardé comme immobile, qui intéressent f Astronomie, il nous reste à voir 
comment on peut transporter aux mouvements relatifs l'équation générale 
des mouvements absolus des corps du système. 

S 1 . — Equations générales pour le mouvement relatif des corps t/ui 
s'attirent mutuellement. 


87. Supposons qu’on demande les mouvements relatifs des corps m , 
in", etc., par rapport au corps ni; désignons par s', £' les coordonnées 
rectangles du corps m', rapporté au corps m, en prenant ce dernier corps 
pour l’origine des coordonnées; soient de meme f ", a”, les coordonnées 
rectangles du corps m" par rapport au même corps m, et ainsi de suite; la 
question consistera à trouver une formule générale qui ne contienne que ces 
coordonnées. 

fl est d’abord évident qu’on aura 


.r'=.r+r, /-rW, i' = ï+r, 

+ y'^r-h»”, :'=:+r. 

* » » 

p=\jV' +7 i Tç fi , 

p"= 

y 

p . = v/(F~- rï’w-*? + <c -o v . 

* = \Ar- rf # -h (**- «')* -h (r- o*. 

* y 

f.= v/rr- + rr- o*. 
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et la quantité T deviendra 


ïs 


, , h \ dx* + dy'-k- dz' 

(m + m+ni 

dbl(mV(' 4 ' m*d%“+ ...) + rfr(mW+m , rfii , + ...)+ifa (m'df'-l- . .) 

““ 3F - 

, rfr« h- rf»-' + ,/r'> „ ,li °' -h + ,/f"’ 

-f- ni - dt , 


Comme les variables a-, y, z, après ces substitutions, n'entrent plus dans 
la quantité V, et que ces variables n'entrent point dans T sous la forme 
finie, on aura, relativement à ces mêmes variables, les équations 


àT 


i T 


à T 


aUX aUX I V I 

" ‘ ÎX ~ ° ’ '‘■3X = °. (l ’7Tz = °' 


ce qui donne 


àdx 

àT 

ù ,/j 


= *, 


à rt) 

il _ « 

'j dy * ’ 


à T 

idz ~ y ' 


a, fi, y étant des constantes arbitraires. 

Ainsi on aura les trois équations 

/ , a \ dx , d£' „ dt* 

(m + m+m + ...)j + m -A+m -t- . . . 

/ f tf v tiy , rit/ r, tin" 

(m + m m -H m + m H- . . . 

, / „ , dz ,dr „ dr" 

(". 1,1 -H m + . . .) gj. -t-m -£■ + ni -A- -t- • • • 


= |5. 
= >> 


les quantités a, ji, > étant des constantes. 

Si maintenant on substitue dans l’expression précédente de T les valeui-s 
de , '-J' > i tirées de ces équations, et qu’on fasse, pour abréger, 

X = m'?'+mT+n.T+ •••. 

Y = m'a' 01%" -t- m% w + . . . , 

Z = ni'£'-t- -H . . . , 

M = m m ' -t- m” -t- m w -f- . . . , 

> 4 - 
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108 


on aura 

T _ a’ + £ ’•+-/ _ dX'+ dX' + dZ' 
l— iM ' aMÂ' 

_+ ' n a dt' m idr' 


88. Les variables £', «', Ç', £*, etc., Étant indépendantes, et la quan- 
tité T ne contenant point ces variables sous la forme finie, on aura tout de 
suite, par rapport à chacune d’elles, les équations 


/ J 

f d'ï 

d'X > 

, d\ 


td'l” 

d'X > 

L , d\ 


m ( 

k -jf 

M dt' , 

i 

■Y vv i 

II 

O 

m ( 

K d*' 

M dt' ) 

I + 3F'- 0 ,’ 

• • J 


’d'W 

d'y > 

d\ 


1 d'ï)” 

d'X > 

I . dX 


m ( 

Cdo 

MA 1 j 

1 ■+■ JJ’ — °* 

m 1 

V dt' 

M dt’ , 

> + 3P~ °” 

• • ? 


(d'ç 

d'Z \ 

1 dX 

tf j 

fd'f 

d'Z \ 

dX 


m I 


M dt' 

*1 

II 

O 

m | 

v dt' 

SOi 5 ,] 




Si l’on ajoute ensemble les premières équations relatives aux variables 


g*, etc. , on a 

m d'X dX 

dX 

ce qui donne 

a FF ■+• zr •+■ 

JT" °> 

d'X MI d\ 

dX \ 


5 

la 

1 

II 

h 

» + j? *♦" • • • y 


et l’on trouvera de même, par l’addition des deuxièmes équations, et par 
celle des troisièmes, 


d'y 

M 

<fV dX \ 

JF — 


^dn 1 ^ ~ dy" ■ • • ) 

d'Z 

M, 

tdX d\ \ 

dt' ~~ 

m 



valeurs qu’on pourra substituer dans les équations précédentes. 

On aura ainsi, pour le mouvement du corps m' autour de m, les trois 
équations 

,d't' 

m JF 

,</V 


m 


m 


dt' 

d'Ç 

dt' 


dX m ’fdX JX 

\ 

df-^m \dl‘ dl" " 

O 

II 

dX m'/dX dX 

\ 

dW m dn n 

■) = o 

dX m'fJV d\ 

\ 

dÇ + m \dÇ' dç* •’ 

O 

II 
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et l’on aura de pareilles équations pour le mouvement des corps ni", 
m", etc., autour du corps m, en changeant seulement entre elles les quan- 
tités affectées de deux traits, ou de trois, etc. 

Il n’y aura donc qu’à substituer la valeur de V et prendre ses différences 
partielles relatives aux différentes variables; mais cette substitution peut se 
simplifier par la considération suivante. 

89. Dénotons par U la somme de tous les termes de la quantité V qui 
contiennent les distances p’ , p' , etc. , p” , etc. , et remarquons que les expres- 
sions de ces distances sont telles, qu’elles demeurent les mêmes en augmen- 
tant les coordonnées Ç', etc., qui y entrent, d’une même quantité 

quelconque; d’où il suit qu’en faisant varier ces mêmes coordonnées d’une 
même quantité infiniment petite, la variation de U sera nulle, ce qui donnera 
l’équation 

rfU d U i/CJ 

3? ■+• 3p + 3ç» ■+■ °* 

On trouvera de la même manière, parce que la même propriété a lieu par 
rapport aux coordonnées n", etc. , et aux coordonnées £', £", etc. , 


Donc, puisque 


a u 

d U 


aw 

dn" 

+ dJ* 

</u 

rfU 

dU 

d? 

dÇ" 



= o, 




V = m (m'/R'rfp'-t- m7RV P '+ ...)-+- U, 


p' ne contenant que Ç', £'; p" ne contenant que s", Ç", et ainsi de 

suite; la première équation deviendra, par ces substitutions, en la divisant 
par m'. 


-jjr -I- (m -h m') R' 


d JL 

3? 


i/p" 

m K 3 î* 


i/U 

m 'dl' ~ °- 


Or, dans la quantité U, il n’y a que les termes qui contiennent p* , f , etc. , 
qui dépendent des variables £', £' (art. 86); ainsi on peut réduire la 

valeur de U à 


U = m'(m*/R' df t -4- m w /RVpf 
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-y u 


substituant la valeur de -j~ dans l’équation précédente, elle deviendra 


±'X 

lit ' 


«V 


If 


-+- ( ni -+- ni' ) R' jjp -t- ni' R, (l , 

Un» dû" 1 _*n»yf* 

-+■ ni R jp} -+- m R -t- . 


,-‘ip: 


= O, 


et I on aura de la même manière 

H'r/ , lt ,Hp' Ht,’ mr,- Hâ , 

^ ) n , + m | R ■£, -\- ni R -f- ni R . jÇ» ■+■ ■ • • 


Ht,’ 

«»r rfr 


. = o, 


«l't* . / , /.nfrfû' . ff||» //fi* mn-dpT 

-+- (m -i- m ) H -f- m R, ^-p -t- ni R -f- . . . 


N\ )ff ^ P 7 

m R ^ . 


' < 

3?* "*■••• 


H- m^R'” ' /c 


ÎK). On peut ramener ces équations à la forme générale, qui a I avantage 
de s’appliquer également à des coordonnées quelconques. 

Si l’on multiplie la première par 3£', la deuxième par if, la troisième 
par iÇ\ et qu'on les ajoute ensemble, on aura d’abord la partie différentielle 


H'l‘ . H'n' » , 
-HF*t-*--Hê™ Ht 


Ç fY’ 


laquelle, en transformant les coordonnées f , '(f en d’autres coordonnées 
indépendantes g, yf,, <p. donnera pour les termes multipliés par la for- 
mule (art. 7, seet. IV) 

/, JT' JT'W 


en faisant 


df'+df'+dÇ' 

1 = ~Ht' 


A l'égard des ternies qui contiennent les forces R', R', etc., il est facile 
de voir qu’en changeant la caractéristique 6 en d, tous ces termes sont inté- 
grables par rapport aux variables Ç', f l’intégrale contiendra d’abord 
les termes 

(m -H m , )J"R'rfp'-t- m'J’R’ rfp* -t- m* JR’dfî -+- ...; 
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ensuite elle contiendra les termes 


( )r on a 


et comme 


on aura 


et de même 


dp rvuntdp 

n > R * ( 777. -H- ni lt 7 f >; „ 

" dp • , m »nf "I 



_ tt v dp a , ffi ymtfç" 

ni II -4- ni K 

\ "l 



rfî” __ ,/o" _ »' </p^’ _ £ 

SP ~ p"’ ''V ~ 


^r-rr+K-RT+cr-r 


, ,l£ , tU" j., p ’h- — £ 

rft'S ~ f/r," " + d\"^ ~~ » ’ 


r/p%, ,/p w , */f” + p**-, «:> 

3j* “ à»'"* + /if* ^ — a 


et ainsi des autres expressions semblables. Doue, nommant Y” l'intégrale 
totale, on aura 


V'= (ni -t- in') /’R'tfp'-t- m'/R' dp -+- m*J R//p” 

>ff p fl 4- p M — p. * , lff , p'* -f- p"*’ — p, 


" 1* " 
ni K 


ni"' K'’ 


Ainsi, après la transformation des coordonnées, les termes multipliés 
par iÜ; se réduiront à -ry et comme on suppose les nouvelles coordon- 
nées £, 4i % indépendantes, chacune d elles, comme Ç, donnera une équation 
de la forme 


d 


JT' à T' 

*'<ï il 



91. S’il n’y a que deux corps, ni et m', l’expression de V' devient 


V'= (m -t- in'l /’R'rfp'; 


ainsi les valeurs de T / et de V' sont les mêmes que pour un corps attiré 
vers un centre fixe avec une foret* (m m')R' proportionnelle à une foiie- 
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tion de la distance p' (art. 4). Donc le mouvement relatif du corps m' autour 
du corps ni sera le même que si celui-ci était fixe, et que la masse attirante 
fût la somme des deux masses, ce qui est connu depuis Newton. 

Lorsque la masse m du corps autour duquel les autres sont censés se 
mouvoir est beaucoup plus grande que la somme des masses m', m", etc., 
ce qui est le cas du soleil par rapport aux planètes, on a, à très-peu près, 

V'= (m -f- m')/R'rfp'. 

Le mouvement du corps m' autour du corps m sera donc, dans ce cas, à 
très-peu près le même que si celui-ci était fixe, et que la somme des masses 
m m' y fût réunie; et en regardant les autres forces ni" R”, m*R’ , etc., 
comme des forces perturbatrices, on pourra employer la théorie de la varia- 
tion des constantes arbitraires pour déterminer l'effet de ces forces: il ne 
s’agira que de prendre, conformément à l'art. 9 de la section V, — A égale 
à la somme de tous les autres termes de la valeur de V' donnée ci-dessus. 
On fera ainsi, en accentuant la lettre fl pour la rapporter à la planète m', 


fl'= - m "fKdp, - m'/RVf»: - ••• 


_ ru "R" 


+P —P> 
* 1 •>> 


et l’on aura, par les formules générales de l’art. 14- de la même section, les 
variations des éléments du mouvement du corps m' autour du corps ni 
regardé comme fixe. 


fi II. — Formules générales pour les variations séculaires des éléments 
des orbites des planètes autour du soleil. 


92. Pour appliquer ces formules au mouvement des planètes autour du 
soleil, on prendra la masse m pour celle «lu soleil, la masse m' pour celle de 
la planète dont on cherche les perturbations, et les masses m", m*, etc. , 
pour les masses des planètes perturbatrices, et l’on fera 





On substituera ensuite dans la fonction fl', au lieu des coordonnées s', 
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h", etc., de ces différents corps autour de m, leurs valeurs exprimées en 
fonction de t, conformément aux formules que nous avons données dans le 
chap. 1”, pour les expressions des coordonnées x, y, z, en y faisant 

g = m m’, 

ou simplement g', pour le rapporter au corps ni', et l’on aura, par les 
art. 69 et suivants, les variations des six éléments de l’orbite de la planète 
autour du soleil. 

Nous nous contenterons ici de chercher les variations séculaires de ces 
éléments qui sont les plus importantes, et qui ne dépendent que du premier 
terme tout constant du développement de li. 

L’expression de il' deviendra 



93. Commençons par développer la quantité 


p, = vw- («'- *r + (c- cv ; 

on y mettra d'abord pour Ç, h, £ les expressions de x,y, z de l'art. 13, en 
marquant par un trait, ou par deux, les quantités qui se rapportent aux 
masses ni', m”. On aura 

p* = p'* -+- p" 3 — a p'p"(a'cos<l>' -+- 'i'sin «t 1 ') (a" cos 4>” -+- jS'sin 4»") 

— 2 p'p" (a' ( cos<l>' -t- sin <t>') (a" cos <t>" 4- S* sin <t> ') 

— 2 p'p* ( a’ 3 cos <t>' -t- Js’j sin <!>') (a" 5 cos '!>" -t- J5* sin <1>"). 


Si on fait les multiplications, qu’on développe les produits des sinus et 
cosinus, et qu’on fasse, pour abréger, 

A = a' a" 4 - a\ a\ 4 - a”,, 

D =*£'+*,&, + *, JS’, 

b ,= p'is'+jï.ir.-hftft. 


p' 3 = p' 3 -4- p" 3 — (A -t- B, ) p'p"cos (4>' — <é") — (A — B,) p'p" cos (<t»'-t- <t>") 
— (A, — B) p'p" sin (<!>' — •!>") — (A, B) p'p"sin (<!>' 4- ♦*). 

Aire, anal* U. i5 
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Les quantités a', |5 / , etc., sont fonctions des éléments h', i', k' de I or- 
bite de la planète ni', donnée par les formules de l'art. 13, eu marquant 
toutes les lettres d’un trait, et les quantités a", jS*, a",, etc., sont fonctions 
semblables des éléments h" , i” , k " «le l’orbite de la planète m ff , en marquant 
les lettres de deux traits: ainsi les quantités A, B, A,, B, sont fonctions de 
«■es mêmes éléments; mais par la considération suivante, on peut voir ce 
«pi’elles expriment. 


9i . Les coordonnées primitives rapportées à un plan donné étant z, 
pour les transformer dans les coordonnées x', y', z' rapportées au plan de 
l’orbite de m', on a, par les formules générales de l’art. 14, 


■r = *V + fi’ y -h y‘z\ 
y = aq x' H- |3 \ÿ -+- y, s', 
- = a,.v' -+- 


oii les coefficients a', |5', etc. , dépendent des constantes h', i', k', qui déter- 
minent la position des nouveaux axes par rapport aux primitifs, i' étant l’in- 
clinaison des «leux plans. 

De même, si on voulait transformer les mêmes coordonnées dans les 
coordonnées x", y", z" rapportées au plan de l’orbite «le m ", on aurait 


ff w f./f n tt N 

x = a x -+- fi y -+- 7 
r = 0 L,x +'!,? H -y,z 




où les coefficients x", '•/, etc. , seraient des fonctions semblables des con- 
stantes h", i" , k ", qui déterminent la position de ce nouveau plan par rap- 
port au même plan primitif, et où i” serait l'inclinaison de ces plans. 

Si on compare maintenant ces expressions, on aura 


«V y y -h y’z = x"x" -+- (3 V -+- >V, 


x' -y- y y -+- y, z 

a’,x' -h fi y -h y y 


" tf r * ft » ff 

*,x -h r -t- , 

• ff A» # . * ff 


Comme les coefficients a', y, y’ t ei , etc. , sont assujettis aux mêmes écla- 
tions de condition que les coefficients a, (i, y, etc., de l’art. 14, si on 
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ajoute ensemble ies trois équations précédentes, après les avoir multipliées 
respectivement par *j, par fi', ij, ,3’. et par °i> aura, en 

vertu de ces équations, 

= Ax" + B y" -+- Cz\ 

y = a ,x" By-hcy, 

z ' =Ay -t- b y -+- c t z\ 

en faisant, pour abréger. 


B = 


y S 
* 1 t J l 


* S fit ’ 


< K 
rirt 1 


( = « y ■+■ <*,y, 

A, = ,3' a" -t- ,3>', 

/i, = "+“ ;V,rÂ 

G = £ V -t- rÀ y\ •+■ 

Ai = >v •+■ y,*, ■+■ y,«,» 
b, = >'j3" -i- y, ,3' •+- y.jsr., 

G = y' y” -h y, y, -t- 

Il est évident que par ees formules les coordonnées x' ,y' , z sont trans- 
formées dans les coordonnées x” , y" , z"\ ainsi les coeflicients A, B, (-, A ,, 
B,, etc. , seront exprimés d une manière semblable aux coefficients analogues 
a', y , y', aj , fÿ , etc., et prenant les constantes //, /, À , à la place des h , 
k', on aura, par ies formules générales de l’art. 15, 

A — cos K cos H — sin H sin I cos K, 

B = — sin K cos H — cos K sin H cos l , 

C = sin H sin I ; 

A, = cos K sin H -t- sin K cos H cos l, 

B, = — sin K sin H -t- co? K cos H cos i, 

C, = — cos 1 1 sin I ; 

A, = sin K sin I, 

/?, = cos K sin I, ' % 

C, = cos I. 
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Lit constante I représentera l’angle d'inclinaison des deux plans où sont 
placées les orbites des planètes in' et ni"; et nous la désignerons par 1 , 
pour indiquer quelle se rapporte aux orbites de m' et m"; et si, dans l’ex- 
pression de G, en y', y", y , etc. , on substitue les valeurs de ces coefficients 
en A', k ' , i\ h ", k ", i" (art. 13), on a 

cos V = cos t' cos i" -t- cos (h' — h") sin i' sin i". 

On voit que les quantités que nous venons de désigner par .-/, H , , //, 

sont les mêmes fonctions de a’, a." , jF, etc. , que celles que nous avons dési- 
gnées jwr les mêmes lettres dans l’art. 93; ainsi on aura dans les formules 
de cet article, en y substituant pour ces quantités les valeurs que nous venons 
de trouver, 

A B, = a cos (H -H K) (cos ± 1* ) a , 

A — B, = i cos (H — K) (sin i I' )’, 

A, — B — a sin (II -t- K) (cosil')*, 

A, B == a sin (II — K) (sin 1 1* )’. 

95. Donc, faisant ces substitutions dans l’expression de f 1 de l’art. 93. 
on aura 

p’ 1 = p' x 4- p" 1 — a p' p" cos (0' — *J>" — II — K.) (cos i T )• 

— a p'p'' cos (<t>’ 4- 4»" — Il 4- K) (sin j 1*)’. 

Faisons, pour un moment, 

A = cos (<l>' 4 - <t<" — H 4 - K) — cos (4> — <t>' — H — K), 


on aura 

i i 

7 ~ p '• —"a pV cos («i» 7 — 4» " — h — kt p » à ( «i n ; F)* ’ 

c’est la valeur qu’il faudra substituer dans l’expression de il de l’art. 914; et 
l’on aura de la même manière 

p” 4 - p** — p’* p'cos(<t> — <t>" — H — K) _ p' A («in jl')* 

1 ~m “L r r ', * 
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Kn marquant de trois traits les lettres qui 11 e sont marquées que de 
deux, on aura les termes multipliés par m* dans U, et ainsi de suite. 

Il faudfa ensuite substituer pour p', p' 1 , etc., et pour 4>', <p", etc., leurs 
valeurs exprimées par les anomalies moyennes u", etc., suivant les lor- 
mules des art. 21 et 22; et dans le développement, nous nous contenterons 
d’avoir égard aux secondes dimensions des excentricités e , e“, etc., et des 
inclinaisons mutuelles 1,1”, des orbites de m ff , m w , etc., sur celles de u»', 
en regardant ces quantités comme très-petites du même ordre, et en 
négligeant les termes oii elles formeraient des produits de plus de deux 
dimensions. 

On aura ainsi 


p" Vp" 4 - p” — à y?” cos (<P— «J»"— H — K) 

_ pp>[ —(»' + »»- H + K) -c o» («K' - »"-H-K)] (5 . n , j . 

[p'* 4. _ a p'p" co, («f»' — <*> ’'— H — K)] 5 ‘ 

90. On sait que les puissances d’une fonction de la forme 

p ' 1 -+- p" J — 2 p'p"cOSl P 

peuvent se développer en séries de cosinus d’angles multiples de p; ainsi on 
peut supposer 

(p" -+- p"’ — 2 p'p" cos <p) ’ = (p\ p") -+- (p\ p"), cos I p 
-+- (p', p"), cos 2 p 4 - (p', p"), cos 3 <p -+• . . . , 

(p ' 1 -+- p Bl — 2p'p"cOSp) ’ = [p',p*J ■+■ ff'.p"], COS $ 

H- [pVJ.cos * ç -t- fp', p" J, cos 3 ® . ... 

où (p',p"), (p', p"),, etc., |p',p"], [p',p" J,, etc., sont des fonctions de p', 
p" exprimées en séries ou par des intégrales définies, dans lesquelles les 
quantités p' et p* entrent de la meme manière et forment des fonctions ho- 
mogènes des dimensions — 1 ou — 3. 

Ainsi, en faisant 

p = < t>' — <!>"’ — II — R, 
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on aura 

> = (p', p") -+- (p', P v ). t-o» <P (p\ p"), ‘-os a « -t- . . . . 

-+- p'p"(lp'<pM -+- |p'.p"J. cosi P -(- [p\ p"J, COS 29 

X [cos(<p -t- 2 *"+ u K ) — cospj (sin^I’) 1 , 
où il faudra faire (art. 21 et 22) 

p —a ( 1 — e ros « ) H cos a u . 

p" = a*(i — e'coitt') +Ç— ^cosau', 

5 e'* 

4>' = «'-+- a e'sin «' H j— sin a 

4 

e „*■ 

4* = « 4 - a e sm « h — sin a u , 

4 

et |Kir conséquent 

f = u ' — u " — L 4 - a (e'sin </' — e"sin«'’) 4 - * (e'* sin a«' — e ff, sin a//"), 


L étant =11 4- K . 

Comme nous négligeons les quantités au-dessus du second ordre, dans 
les termes multipliés par siu J * 1 on pourra mettre tout de suite a' et a” au 

lieu de p', p"; u', «" au lieu de <!>', <l>", et u — u " — L au lieu de <p; et en 
développant les produits des cosinus, on verra facilement qu'il n’y aura de 
terme indépendant des angles «'et «'' que celui-ci : 

— Jo'a'fo', o"], (sin •£!')’. 


Considérons maintenant les fonctions (p', p"), (p', p"),, etc.; en y faisant 
les substitutions précédentes à la place de p' et de p", et conservant les se- 
condes dimensions de e' et de e", on aura 


. , d.la'.a") f , , , aV* «V* A 

( p , p") = (« , a ) H ( — a e COSM "• — â — cos a « I 

tV la 1 , a") a" c n . , ,, 

H i+cosau ) 

ida' a ' ' 

d(a',a")( „ „ » a" e”’ a” e"’ 

4 — ( — a e c° sw H - —cos ait I 

r l'(a'.a”)ae"' . 

+ zda T ' — (> + <' osa " ) 

-+- Irz .* 1 — r — (co* (« — « ) ~ «>* (u -h u )], 
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et it en sera de même des autres fonctions semblables. On aura pareille- 
ment 

5 e" 


•< C SI RM 


eos # = l'os (u 1 — n" — L) — sin {u — u" — I 
— eos («' — u " — F, 


4 


-sin i u 


( h » n jc • ff 

— ie silice — sin ski/ 

e' ! — <?'* cos a «' -+- e Wl — e" % cos a u" j 
— a c'c' [eos \u — n") — cos ( u' -f- u") | j 


ou développera de la même manière les cosinus des angles multiples de 
et on multipliera les expressions de ces cosinus par celles des coefficients 
(f>\ p"). (| *\ p"),. et* - - 

( .oui me nous ne cherchons que les termes indé[>endauts de toute période, 
il faudra rejeter tous ceux qui se trouveront multipliés par des cosinus 
d’angles multiples de u et de u" , qui sont les angles des mouvements 
moyens de m' et de m". 

Ainsi le terme (p’, p 1 ”), de l’expression de 4 > ne donnera que ceux-ci : 


l.e terme (p', p"), eos® donnera ceux-ci : 

/. , , , d[a',a"), „ , d'(a\a") x , „ . 

((« ’ fl )* + ~Tda' a + n + TÆV* a a ) ee COsL ’ 


l.e terme (p', p"). J cos a®, et les suivants, ne donneront que des termes où 
/•' , c", ï , i" formeraient plus de deux dimensions, et que nous négligeons. 
Il reste à développer la quantité 


On fera 
«l’abord 


ici 


• n + f n - , £*(«.>*1 :>* ,„ rt 

■j i o m — p" _+ " p n V an - 
pour p', p" les memes substitutions que 


93, 91). 

ci-dessus; on aura 


= -,tï (i — COS /*')•+- 2 C* COS U* -H - ( I — COS 2 //') 

e r,t 

-+- — (i -t- ôcos a m") -+- e'ef |cos («' — m*) -}- cos («' — «*)]; 
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ais dans le terme qui contient sin et qui est déjà du second ordre, il 
iffira de mettre à la place de et comme 

^ — cos (<!>' -i- <l>" — H + K) — cos (4>' — 4>" — H — K), 


il est clair que ce terme ne donnera aucune quantité constante. 

En multipliant l'expression précédente de p* par celle de cos <p de l'article 

précédent, et ne retenant que les termes constants où e et e" ne passent pas 
la seconde dimension, on trouve aisément ceux-ci : 


a' / e'e" 

a” V ~ ' 


e c 
2 


e'e"') cosL = o; 


de sorte que, dans la quantité dont il s'agit, les termes constants se dé- 
truisent. 


117. La somme de tous les tenues que nous venons de trouver, étant 
multipliée par m", sera la partie constante de la fonction 11', due à l’action 
de la planète m", et l’on aura une expression semblable pour la partie due 
à l’action de la planète ni*, en l'apportant à celle-ci les quantités relatives à 
la planète m*. 

Nous avons désigné par (Û) cette partie non périodique de la fonction 11; 
si donc on fait, pour abréger. 


((«>")) 


a") , 

~Ï4a! a 


</* (a*, a") 
4^S 7I ~ 


a 


o 


et par conséquent puisque a' et «" entrent de la même manière dans la 
fonction (o', a"), 

((„" rr'll rf K ,a *) ir* I A ' <**’’ n*» 

((« ,« )) — ~ a -+■ -Jû,* a ’ 

et, de plus, 

[(«,« )] = («,« « +-rs;>-7nr an * 


on aura 


- («') 


( -t- fia', a")] e' e" cosL — ~a' a' 1 fa', a" |, (sin-j 1' )’ 
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(Jette valeur est exacte, aux quantités du troisième ordre près, en regar- 
dant les excentricités e et e" des orbites de m' et de m ", ainsi que leur incli- 
naison mutuelle 1, comme de très-petites quantités du premier ordre, 
quelles que soient d’ailleurs les inclinaisons de ces orbites sur le plan fixe 
de projection. 

9S. On peut simplifier beaucoup les expressions des fonctions ((a\ «*)) 
et par les propriétés connues des coefficients des séries eu cos ®, 

cos -x ®, etc. En effet, si on différentie logarithmiquement par rapport à ®, et 
ensuite par rapport à a , l'équation identique 

(a* — a a a" cos $ -t- a*’) ’ = (a', a") -f- (a', a ff ), cos® 

-+- (a 1 , «*), cos « ® -I- . . . , 

et qu'après avoir multiplié en croix, on compare les termes multipliés par 
les mêmes cosinus, on aura d'abord 

\a a" (a 1 , a"), == — x a 1 a" {a, a") -+• a (a ' 2 -+■ a" 1 ) (a, a "), ; 

ensuite les différentielles relatives à a 1 et a" donneront 


d (a', _ a' (a’, a») — a" ( «', a*), 


dd 


d(a\ «•), 

a'a"{a', a ') — a”' (a', a»), 

dd 

— a") 


4 a' % («', a") -t- a” {a"' — Sa") a") 

da n 


d'(a,a") 

_ _a(a ,, H-a" , )+-aa'«"(«'.n , ') l 


Substituant ces valeurs, on aura 

J.) — 

i i _ «'«") («S •'>. 

Il®*®;]— a (a"’ — o'*)* 

Mais on peut avoir des expressions plus simples de ces fonctions, en em- 

Mcc. anal. II. it» 
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ployant les coefficients de la série 

(«' 3 — 2fl'n"eos p -t- a" 3 ) ’ = | «', «"] -i- f n', «" |, cos ÿ -+- . . . ; 

car, en différentiant logarithmiquement, et multipliant ensuite en croix, on 
trouve d’abord, comme ci-dessus, 


«'«" [«', a " ], = 2 («' 3 -f- u" 3 ) | «', «"], - fioV |fl', ; 

substituant cette valeur de [a', fl |,, et comparant la série multipliée par 
rt' 3 — 2 fl ' fl " cos -H fl "* avec la série («', fl") ■+■ (a 1 , a"), cosp etc., 
avec laquelle elle doit devenir identique, il est facile «le déduire ces re- 
lations : 

(a', «") = (a' 3 -t-«" 3 ) |a',«"j 

(«',«"), = 4«'«" [«', «"] — («' 3 -t- n" 3 ) [«', «"],, 


et par la substitution de ces valeurs, on aura celles-ci : 


((«',«")) = [a', fl"], = ((«",«')), 

|(«', «')] =\a'a " [«',«"] -*(«'* -+- «"’) [fl', a"], = - >V[a',«"|„ 


qu'on substituera dans l’expression de (U') de l’article précédent. 

A l’égard de la valeur des coefficients («',«"), (a', fl"),, etc., [fl', «"|, 
|a', a"],, etc., en fonction de «', n ", on peut les trouver par le dévelop- 
pement des radicaux, en puissances de cos ®, et par le développeront de 
«■es puissances en cosinus d’angles multiples de <p, comme Euler l’a fait le pre- 
mier, dans ses Recherches sur Jupiter et Saturne; mais j’ai trouvé, depuis 
longtemps, qu'on pouvait les avoir d’une manière plus simple, en décom- 
posant le binôme a r ‘ — aa'«"cos(p -t- a" 3 en ses deux facteurs imaginaires 


(«' - aV' / - 1 ) («' - 0 * e -vV=7), 

et en développant par la formule du binôme les puissances — i, — | de 
chacun de ces facteurs. 

Soit, pour abréger, 

, n(n-l-i) i, n (n ■+- 1) (» ■+- a) 

n — , n = — , — ,•••; 

a a. J ’ 
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on aura, en général, 

(«'-«V^)-= a'- -H a V^-l- 

et si on multiplie ensemble les deux séries qui répondent à — i et à 
— ^ — i , et qu'on repasse des exponentielles imaginaires aux cosinus des 
angles multiples, on aura 


( a '* — % a’ a* cos p -+- a" 1 1 - " = A -t- Beosç -t- C eos a# , 


en faisant 






Ces séries sont toujours convergentes, lorsque a > a" : mais si l’on avait 
a” > i, il n’y aurait qu’à changer a' en a" et n" en a, puisque dans la 
fonction non développée, les quantités a et a" entrent également. 

Une conséquence qui résulte de la forme de ces séries, est que tant que n 
est un nombre positif", tous les coefficients A, B, C, etc., ont toujours fies 
valeurs positives. 

Si on fait n = j, ce s coefficients deviendront («’, a"), (a', «*>,, 
(a', «*),, etc. ; et si on fait « = ’, ils deviendront laVo"], [«', n"|,, 
|«', «*)„ etc. 

99. fl nous reste encore à déterminer l’angle L. Comme nous négligeons 
les quantités du troisième ordre, et cpie dans l’expression de y/, eos U est 
déjà multiplié par e‘ e" , on pourra, dans la détermination de l’angle L, faire 
abstraction des quantités très-petites du premier ordre, et par conséquent 
y supposer I' — o. Or I, = H -+- K (art. 91»), et faisant 1‘ — o dans les for- 
mules de l’art. 94, on a 

A — cos (H -t- K), -4 { — — B — sin ( H 4 - k ) , = o; 

■6. 
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on a aussi, par les formules de cet article, 


-t = a' a" -+- -+- a,*, — cos I,. 

Diflfcrcntions rette valeur de cosL, faisant varier les quantités a. a", 
«’ ( , etc., substituant à la place de leurs différentielles les expressions données 
dans l’art. 67, en accentuant les quantités respectives, et remettons les 
quantités A,, A,, etc., à la place de leurs valeurs en a", (3', etc.; on trou- 
vera facilement 

— sin LÉL = A ,dx' ■+• A^dir' -t- Bdx" -t- ( dir“ . 

Mais 

y/, = sinl.. A, = o, B = — sin L, C = o; 
donc, en divisant par sin L, on aura 

dL = dx" - d X \ 

et, intégrant, 

L = *' - 

où il n'est pas nécessaire d'ajouter des constantes, puisque l'origine des 
angles x' ■ X " est arbitraire. L’angle X (*) est en général celui (pie l'orbite 
décrit en tournant dans son plan, et que nous avons substitué à la place de 
la longitude k du périhélie (art. 68). 

100. La fonction (O') est maintenant réduite à la forme la plus simple et 
la plus propre pour le calcul des variations séculaires; il n’y aura qu'à la 
substituer dans les formules de l’art. 71 , en marquant d’un trait les lettres 
de ces formules, pour les rapporter k la planète m', dont on cherche les 
variations; et en changeant simplement entre elles les lettres marquées d’un 
trait et de deux, on aura des formules semblables pour les variations de la 
planète m", et ainsi des autres. 

On voit que cette fonction est composée de deux fonctions distinctes 


(*) Vnye* U noie relative A cel angle page 87. On peut remarquer, en outre, que l'équation 
dh — d% — r/a est subordonnée k l'hypothèse que l'on puisse négliger l'inclinaison des deux orbitos 
l'une sur l’autre. Si l’on n’avait pas supposé I"=r o, les formules seraient tout autres, et l’angle ^ ne 
s’y introduirait pas. (/. Bertrand. ) 
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entre elles, dont l’une ne renferme que les excentricités et les lieux des 
aphélies dans les orbites, et dont l’autre ne renferme que les inclinaisons 
des oi'bites sur un plan lixe avec les lieux de leurs nœuds. Si on désigne la 
première par (il'), et la seconde par (il'),, en sorte que l’on ait 

(«') = («'). H- (A'),. 

on aura 

, =i »( «(«',«") + a'a \a,a n \, (e'* -t- e #> ) | 

* | — Tta a" \a ,a H \ t e' e" cOi(x' — x") I 

+ | _ aa ' «>>•],*'«• cos (*',*') ( 


< il'), = — jmVa' [a', «"], (i — cosl’) 
— -j ni" a' a" \a , a" ], (1 — cos 1”) 


cos 1" — cos t' cos f -i- cos (A' — h") sin i' sin i" , 
cos I — cos i cos / -f- cos (n — n ) sin i sin i , 


les angles 1' , I", etc., étant les inclinaisons de l’orbite de la planète m' sur 
celles des planètes ni", m ", etc. 

Un substituera ainsi (il'), -+- (il'),, au lieu de (il'), dans les équations des 
variations sécnlaires (art. 76), et on accentuera les lettres, pour les rap- 
porter à la planète m' dont on cherche les variations; on aura, en négli- 
geant les e' 1 et mettant simplement a au lieu de A dans les coefficients des 
fonctions (il), et (H),, qui sont déjà du second ordre, 


de' _ 

i d(Q!) l 

_ . d(Cl'), 

dt 

v'g 'n' e'dyj ’ 

‘h vg'a' e’ de' 

H! 

d(fl'), t 

dh' _ i rf(ft'). 

,it ~ 

Vg' a' s ' u dh 

Ht y g' a ' sin i'di' 


Ou aura de pareilles équations pour les variations des éléments de la pla- 
nète m" dans son orbite autour de ni ; et il n’y aura pour eela qu’à marquer 
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de deux traits les lettres qui ne sont marquées que d'un trait, et au contraire 
ne marquer que d’un trait les lettres qui le sont de deux. 

\insi, en observant que les fonctions de a' et a', représentées par des 
parenthèses, ne changent pas en échangeant entre elles les quantités a , a", 
on aura 

„ , , l 8(a\«')-Ha'a'[«\a"], IV + / 1 ) ) 

<« ). = ï ,n U ’ »W ' » ! 

I — a [(a ,0 )], e e eos(x — X ) ) 

8 la ,«)-+- a a [a ,« ],(e ’-t-e ’) j 

— »|(“ ,a )].e e cos(* — x ) ) 


|fl"), = — -j m'a'a" fa', a" j, (i — eos f ) 

— jm , /®*[(i , ,(i , | (i — cos 1”) 



où 

cos ï = cos I’ , et eos 1* = cos/"cosi” •+■ sin ( h" — A*)sini' , sin»*', 
et les équations des variations seront 


de* 


'W 

. d.(n"), 

di ~ 


dt 

vg"«" Pdf" ’ 

d," 

« d (fi*) t 

, Ih " 


dt ~ 

y j. " Sill J " <-//l " " 

di 

__ 

y'g « „» si u i"di” 


et ainsi de suite pour les variations des éléments des orbites de m”, in"", etc. , 
autour de ni. 

*01 M ais nous remarquerons qu on peut réduire à une seule fonction 
les différentes fonctions (11'),, (û"), , etc., ainsi que les fonctions (fl'),, 
(il"'),, etc., ce qui mettra plus de simplicité et d'uniformité dans les for- 
mules des variations : en effet, si on fait 


<1> = 

-t- 


m ni a fi 


8 

8 


|8(«',a") -f- [a, 
j 8 (a , a w ) -f- | a , 


«"l.le'» + <?')- *[«',« V^cosl*'-*")] 

- a|«',a m j a e' C w eos,>;-^)] 


in m fl a 


[8(a',« w ) 


î« „»1 fjf a , Jtf »\ n I * wi J* J * /„ v - «r-. j 

|rt ,a ),(e -\-e ) — a|a ,a \ 3 e e cos(* — * )| 
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en taisant toutes les combinaisons, deux à deux, des masses ni', ni", 
ni'", etc., et des fonctions qui y sont relatives, il est facile de voir que dans 
les différences partielles de (11'),, I Si") , , etc., on pourra changer ces fonc- 
tions en <l>, pourvu qu'on divise par ni' les différences partielles relatives 
à <■' et x'\ P 31- m" les différences partielles relatives à e", , et ainsi de suite. 

De sorte que les équations des variations des excentricités et des aphélies 
deviendront 


tic 

1 

ÙL 

1 d<P 

fit 

in' ^g'û' c ' d'/" 

lit 

m' v^g ' a t' de' 

de" 

1 r/< l> 


1 d<J> 

dt — 

ni , v'g*â ,e ^^Z"’ 

dt 



Ces équations donnent 

<l<t> , , d>t> , , r/<t> , „ d<P , „ 

+ '3? de —°' 

donc, comme 4> est fonction des variables e’, x , e " i X \ «’tc. , sans t, on aura 
tlty — o, et pur conséquent «I» égale à une constante. C’est une relation gé- 
nérale entre les excentricités et les lieux des aphélies des planètes, qui doit 
toujours subsister, quelques variations que les excentricités et les lieux «les 
aphélies subissent à la longue, pourvu qu’elles soient très-petites. 

I0‘2. Mais la nature de la fonction <I> donne encore naissance à d’autres 
relations générales entre ces mêmes éléments. 

E 11 effet, il est facile de voir qu’on a l’équation 

d<i> d4> d<P 

+ + o; 

et si on substitue à la place de ces différences partielles leurs valeurs 
m' \/g r « 7 » m " v'gV r > etc. , données par les équations de l’article 

précédent, on aura, en intégrant relativement à t, l’équation finie 

m' V?â'Y’ -4- m" e"’ +- ni" y/g^c m ' -t- . . . = K’, 
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K ' étant une constante égale à la valeur du premier membre de cette (‘qua- 
tion dans un instant quelconque. 

Cette équation fait voir que les excentricités <?', e", e m , etc., ont nécessai- 
rement des limites qu’elles ne peuvent passer ; car comme elles sont néces- 
sairement réelles, tant que les orbites sont des sections coniques, chaque 
terme, comme m' y/g’rt’e’ 5 , sera toujours positif, et son maximum sera la 
constante K 1 . 

Il suit de là que si les excentricités des orbites qui appartiennent à des 
masses très-grandes sont une fois très-petites, elles le seront toujours, ce 
qui est le cas de Jupiter et Saturne; mais celles qui appartiennent à des 
masses fort petites pourront croître jusqu'à l'unité et au delà, et on ne 
pourra déterminer leurs véritables limites que par l’intégration des équations 
différentielles, comme on le verra ci-après (*). 

De plus, comme la quantité <l>, regardée comme fonction de e', e ", e", etc. , 
est une fonction homogène de deux dimensions, on aura, par la propriété 
connue de ces fonctions, 



( / $ ff <1 *f> f/i 


X'P. 


Substituant dans cette équation les valeurs des différences partielles de 4» 
relatives à e\ e”, e m , etc., tirées des mêmes équations de l'article précédent, 
on aura 


.n'vïV'-'ÿ- 


m 




T» e 


A, ' 


V 6 


"A, m 

At 


• = a F, 


F étant la valeur de <t> dans un instant quelconque. 

Dans cette équation, les quantités'^-. etc., expriment les vitesses 

angulaires des mouvements des aphélies, et par conséquent elle donne une 
relation invariable entre ces vitesses, par laquelle on voit qu elles ont aussi 
nécessairement des limites, tant qu’elles sont toutes de même signe. 


* ) t'nyei à ce sujet un Mémoire de Laplacc, Mémoires fie V Académie des Sciences de Pans pour 
i*j 84 , le n° 57 du second livre de la Mécanique céleste, et le chapitre II du livre XV \ cinquième vo* 
In me'; où La place reproche à Lagrange d'avoir énonce, sou» une forme dubitative, un théorème 
démontré par lui depuis longtemps. (/. Bertrand. 
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103. Si l’on emploie les transformations de l'art. 75, en faisant 
«' = e'sin^', n'=e'cos%', m" = c"sin n" = e" cos x" > • • • » 
on aura 


* = j , + „"») _ 3 f a!, a"], {m'm" h- «V)) 

■+■ ([«', a m ], (m'*-h «'> -4- /«'’+n"*)- a «'«")) 

_iy _w _rr _w 

-4- - "*/ “ ([«", a"'], 2 [«", a *],(mV+ «V)) 


et les équations des variations seront 

t dm ' i f/0 

m "3T ~ ^77 STP ’ 

Hm^ _ _ ^/<t> 

m <// — vg 


, i f/0 

m Hl ~ ~ ÏM' 

„dn”_ i H'i> 

m Ht y'g'V' rfm*’ 


Si, dans ces équations, on substitue la valeur de 4>, et qu’on exécute les 
différentiations partielles, on a des équations linéaires en m', m", n", etc. , 

faciles à intégrer, et ces équations seront entièrement identiques avec celles 
que j’avais trouvées par une autre voie, dans les Mémoires de /ieriin de 1781, 
page 262, comme il est facile de s’en assurer en comparant entre elles les 
dénominations différentes des mêmes quantités. 

Dans les Mémoires de l’année 178a, j’ai appliqué ces équations aux six 
planètes principales, en adoptant pour leurs masses les valeurs les plus pro- 
bables, et j’en ai tiré, par l’intégration, des formules générales pour les 
variations de leurs excentricités et des lieux de leurs aphélies, lesquelles 
donnent les valeurs de ces éléments, tant pour la terre que pour les autres 
planètes, au bout d’un temps quelconque indéfini, soit avant ou après 
l’époque de 1 700 ; et comme, par ces formules, les excentricités demeurent 
toujours très-petites, ainsi qu’on l’a supposé dans le calcul, on est assuré de 
leur exactitude dans tous les temps passés et à venir. On trouve ensuite, 
dans le volume des mêmes Mémoires pour 1786-87, imprimé en 1792, un 

Mcc. anal. II. 17 
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supplément à cette théorie, relatif à la nouvelle planète d’Herschel, où l’on 
détermine de la même manière et par des formules aussi générales, les varia- 
tions séculaires de l’excentricité et du lieu de l'aphélie de cette planète, pro- 
duites par les actions de Jupiter et de Saturne ; on a seulement négligé l’effet 
de l'action d'Herschel sur ces deux planètes, ainsi que sur les autres pla- 
nètes inférieures, à cause de la petitesse de sa masse, et de sa grande distance. 

104. On peut réduire de la même manière, à une forme plus simple, 
les équations de la variation des nœuds et des inclinaisons. Soit 

•F = — j m'n a a" [«', a j, (i — cos I’ ) 

— j m'm"’rt'n w \a, a" |, (i — cos 1”) 

- i m'mW[«', a" J , ( 1 - cos O 


en faisant aussi toutes les combinaisons deux à deux des masses m', ni", 
m®, etc., qui sont supposées agir les unes sur les autres, avec les fonctions 
correspondantes de a', a ", a®, etc. , et des inclinaisons 1' , 1” , 1" , etc. , qui 
sont déterminées en général par la formule 


cos I" = cos i mi cos i in ' -+- cos (/»’”' — h w ) sin i m sin U*' , 


, ■ dV d'V . . . . , d{Sl) t ditl), 

on aura, en substituant — u ^d/i ‘ ’ etc ' ’ il a P' ace f,e ~~d7~ ' ~d!i 


etc., 


d! _ _ i 

fit m' a’ sin j' tih ' ’ 

d? _ i d f 

dt m » y'g" a sin i dit” ’ 


dw _ i dy 
dt m ' v g'o' »•» l ' d*’ ' 

dh _ i d* 

dt nv’vg'u' 


Ces équations donnent aussi 


d'y ... d'y 
w dh + w di-- 


dV n» , d'y 

di? t h ^dF dl — °« 


et par conséquent, puisque f est une fonction de /#', *', A", etc., sans 
aucune autre variable, d'y = o, et ¥ = à une constante. 

De plus, il est visible, par la forme de la fonction y, que l’on a cette 
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d'V d'V dV 

dh! d/i" ~ t ~ SP “ H 


Substituant, pour les différentielles de H' relatives à h', h",h m , etc., leurs 
valeurs données par les équations précédentes, on aura une équation diffé- 
rentielle en i", i m , etc., dont l’intégrale sera 

né y' g' a' cos i' -+- m" y^g” «" eos i” -+- m* ^/g w à ” cos i m . . . = const . , 


et qu’on pourra mettre aussi sous la forme 

ni' y/g '«' ^sin^ -+- m" y g* a” ^sin ^ +...= H’, 


H’ étant la valeur du premier membre dans un instant quelconque. 
On peut tirer de cette équation, relativement aux limites des quantités 

. sin -> sin — » etc., des conséquences analogues à celles que nous avons dé- 
duites d’une équation semblable en e', e " , etc., dans l’art. 101 . 


105. Da ns le cas où l’on ne considère que faction de deux planètes né 
et m", l’expression de se réduit au seul terme multiplié par m'in", et l’in- 
clinaison mutuelle 1’ des deux orbites devient alors constante ; c'est à très- 
peu près le cas de Jupiter et Saturne. 

Dans ce cas, nous remarquerons encore que si l’on suppose que le plan de 
la planète perturbatrice m" coïncide dans un instant avec le plan lise, on 
aura i" = o, et par conséquent cos f = cos i', ce qui donnera 


et de là 


M’ = — -j- m" a a’ [a', a"], (i — cost'), 


'ÜL 

dt 


m* a’a“ [«', a*], * 

4vV«' 


c’est l’expression de la vitesse du mouvement rétrograde du nœud de l’or- 
bite de né sur le plan de l’orbite de m*, tandis que leur inclinaison mutuelle 
demeure constante ; d’où l’on voit que faction de la planète m" sur la pla- 
nète né, pour faire varier la position de son orbite, se réduit à donner au 
nœud de son orbite, sur celle de la planète perturbatrice m", un mouvement 

■7- 
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rétrograde instantané exprimé par 

_ m'Vo'jV.*»*], dt 
4 v'g'a' 

sans affecter l’inclinaison mutuelle des deux orbites. 

De la même manière, l’action de la planète ni' sur la planète m", pour 
changer la position de son orbite, fait rétrograder le nœud de cette planète 
sur le plan de l’orbite de ni', d’un mouvement instantané 

m'aV’la', a "J , . 

4^‘V ’ 

et ainsi des autres planètes. 

En combinant ainsi deux à deux toutes les planètes, on pourra trouver les 
variations de leurs nœuds et de leurs inclinaisons réciproques, puisque, par 
la nature du calcul différentiel, la somme des valeurs particulières d’une dif- 
férentielle en forme la valeur complète. C’est ainsi qu’on avait trouvé les 
changements annuels des nœuds et des inclinaisons des planètes, produits 
par leurs attractions mutuelles, avant qu’on eût une théorie directe et géné- 
rale des variations séculaires. 

106. Pour donner un exemple de cette méthode, considérons trois pla- 
nètes m', m", m", dont les orbites s’entrecoupent, 1’ , I” étant les inclinai- 
sons de la seconde et de la troisième sur la première, et IJ étant l’inclinaison 
de la seconde sur la troisième; il est facile de voir qu’elles formeront sur lu 
sphère un triangle sphérique dont les trois angles, en supposant les ineli- 
na isons de m" et de m"' du même côté, seront 1* , i8o° — I” et IJ , que nous 
désignerons, pour plus de simplicité, par oc, fi, y. 

Iat planète m' fera rétrograder sur son orbite le nœud de la planète m", 
de la quantité élémentaire 

4 l/g""" 

et la même planète fera rétrograder en même temps sur son orbite le nœud 
de l’orbite de la planète m”, de la quantité élémentaire 

~t —t —tP ..W I 

m a a [« , a J t . 

4^* ’ 

tandis que les inclinaisons I' et IJ demeureront constantes. 
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Ainsi dans le triangle formé par l’intersection des trois orbites, la portion 
de l’orbite de m' interceptée entre les orbites de m* et de ni", c’est-à-dire 
le côté adjacent aux angles a et fi, croîtra de la quantité A rit ; faisant, pour 
abréger, 

^ m' I a'a"[a', a"], a'a m fa', a”],^ 

— T\ 7 ^ / 

les angles a et fi demeurent constants. 

Or dans un triangle sphérique dont les angles sont a, fi, y, et dont le côté 
adjacent à a et fi, et par conséquent opposé à y, est c, on a 

cos y = sin a sin fi cos c — cos a cos fi. 

Donc, faisant varier c de A dt, on aura 


d.casy = — sin a sin fi sin cAdt. 
Mais la même équation donne 

cos y ■+■ cos a cos Q 
cos c = — ' 

d’où l’on tire 


sin z sin fi 


. v sin a* stnâ* — (cosy cnsacosp)’ 

sin c — — . ~ — d-x — 

sin a smp 

' v ; i — cosëT* — cotfi' — cosy* — a co s a cos/3 cosy 

sin z tinfi 

Faisons, pour abréger, 

u = \J i — cos a 1 — cos fi ’ — cos y 1 — 2 cos « cos fi cos y = sin a sin fi sin c, 


on aura 


d.cosy — Audi. 


On trouvera de la même manière, en considérant la rétrogradation des 
orbites de m' et de m'" sur celle de m", laquelle augmente le côté adjacent, 
aux angles a, y, et par conséquent opposé à l’angle fi, de la quantité élémen- 
taire Brft, en faisant 


4 V ^ y 
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tandis que les angles * et y demeurent constants, 

(/.vos fi — — B udt, 


parce que la quantité « est une fonction symétrique des tiois cosinus. 

Enfin la rétrogradation des orbites de m' et ni" sur «•elle de ni"’ donnera 

aussi 

r/.cosa = — C udt, 

en faisant 

(> _ m 'l a", n’” |, \ 

4 \ vgV Vg"«" 


Dans ces équations, les trois coefficients A, B, C, sont constants; ainsi il 
n’y a de variable que la quantité u, qui est fonction des trois cosinus de at, 
y, c'est-à-dire des inclinaisons respectives des orbites 1’ , 1", I*; ainsi on 
pourra déterminer leurs valeurs en fonction de I. 

Si l’on ajoute ensemble ces trois équations, apres avoir multiplié la pre- 
mière par m"rn m a"a m [a", a*],, la seconde par — m'm w a'a w [a 1 , a*], la 
troisième par mm" a a" | a , a" | , on a 


m" m" a" a m [a", n m ],r/.eos> - m'm m a'a” \a', a" j.d.cos 
- 4 - m'm"rt'a'' |a', «"],</. cosor 

/ m'm w «"fl m [o ff , o w ], A — m'm w n'a w ja', a w ], B \ 
' v -s- m'm"’a'« 1 ' [«', «"J,C / 


Or, en substituant les valeurs de A, B, C, on voit que le second membre se 
réduit à zéro, par la destruction mutuelle de tous les termes, et le premier 
membre étant iuti'groble, on a, en remettant pour a, ( i , y leurs valeurs I' , 
i Ho" — I", I", 


m"m ”a"a m fa", a* j, cosi' -t- m'm ”n'a m [a', «"], cos I' 

-+- m'm" a' a" \a , a” |, cos 1’ = const. , 

équation qui s'accorde, dans le cas de trois orbites, avec l'intégrale 
<1 = constante trouvée plus haut (art. 104) . 

Si l’on fait, pour plus de simplicité, 

cos a = x, cos [i — y, cos y = z, 
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ou a les trois équations 

dx — — C udt, dy = — B udt, dz — — A udt ; 
u = y i — .r J — r 5 — s 1 — 'ixyz. 


La première, combinée avec la seconde et avec la troisième, donne, par 
l'élimination de «, 

dy = î! dx , dz = ^.d.v; 


et de là 


y 


Br + « 

n ’ 


A.r h 
C 


Substituant ces valeurs dans l’expression de «, la variable .r montera an 

troisième degré sous le radical, et l’équation dx — — C udt donnera 

y. 

dt = — g-j-i équation où les variables sont séparées, mais dont le second 

membre ne sera intégrable que par la rectification des sections coniques. 

Mais comme les inclinaisons mutuelles des orbites doivent être supposées 
très-petites, si l’on fait 

x — > — Ç, j = i — a, z— i — £, 

ce qui donne 

e=(K)‘. » = (K)*. Ç=(ï0‘. 

les quantités $, a, £ devront être très-petites, et l’on pourra négliger, dans 
l'expression de «, leurs troisièmes dimensions vis-à-vis des secondes. On 
aura ainsi 

«' = a (Ç r h- ÇÇ -t- «?) -f - r j - Ç’> 
et 

= — C udt, du = — B«f/<, dÇ = — A udt. 

Si l’on différentie cette valeur de et qu 'après la substitution des valeurs 
de f/£, du, d Ç, on divise l’équation par udt, qu'ensuite on la redifférentie 
et qu'on y fasse encore les mêmes substitutions, on aura, dt étant constant. 

= [a(— AC — AB — BC) — A* — B 1 — C J j«, 
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équation intégrable |>ar des exponentielles ou des sinus, suivant que le 
coefficient de u sera positif ou négatif; niais comme u = sin a sin fi sine, il 
est évident que la valeur de « en t ne peut pas contenir d’exponentielles; 
désignant donc par — m 1 le coefficient de u dans l’équation précédente, on 
aura 

« = K cos ( p.t -t- k), 

K et k étant deux constantes arbitraires qu’il faudra déterminer par l’état 
initial, et comme sin a et sin sont, par hypothèse, des quantités très-petites, 
K aura aussi une valeur très-petite. 

De là on aura, par l’intégration, les valeurs de Ç, s, £, qui ne contiendront 
t que dans sin ( «t -t- k), et qui, étant une fois très-petites, le seront toujours 
nécessairement, de sorte que la solution sera toujours bonne. 

On connaîtra donc ainsi les inclinaisons réciproques des orbites pour un 
temps quelconque, mais on ne connaîtra pas encore par là leurs positions 
absolues dans l’espace, lesquelles dépendent des angles h’ , h" , etc., i’, i” , etc.; 
c’est pourquoi il est plus simple de chercher directement ces angles par l’in- 
tégration des formules de l’art. 104 . 

107 . Mais au lieu d’employer ces équations sous la forme ou elles se 
présentent, il sera plus avantageux de les transformer par les substitutions de 
l'art. 75, en faisant 

p = sin i! sin h', p" = sin i" sin h", etc., 

q 1 = sin i' cos h', q " = sin i" cos h", etc. ; 

on aura ainsi, en accentuant les lettres p, q, pour les rapporter successive- 
ment aux planètes m’, m". etc., et mettant la fonction — à la place de (ü) 
(art. 104 ), 


dp' _ 

y, rfy 

'K — 

ï 

r 

■q 

i *• 
!•€ 

dt ~ 

m'vg'rt' d* 1 ' 

dt 

m' d P' ' 


<r d'V 

d <! ' 

Jt — pn—q»' dV 

dt 

m'v'ipV' dq"' 

dt 

dp”’ 
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La fonction l l sera, comme dans l'article cité, • 
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W = — j m'm"a'« ff fa', a"], (1 — cosl”) 
a m ], (1 -cosT) 


niais les valeurs cos I,, cos 1 ”, cos I" , etc., deviendront, par les memes sub- 
stitutions, 

cos I, = y ^ 1 — P'*— 1 — P" 1 ' — ’ ■+■ PP" ■+■ ÿV * 

cos i; = y/l - p’*- <{' yf\ pY -f- q'f, 

COS i; == y/i-Y-f* 4- p" p m qY, ' 


*>- 


Faisant ces substitutions et exécutant les différentiations relatives à p', <j , 

//, 

£ = - (f i/ '-V-r - 1' OT) 

- W v'T=F r =7» - f 


ï= * (rW - /•- 

- *=?r=r 

4 - 

%= - "fë'* (i W>-r H -? -< •J' 

£= •"'fêp (r’VT=?’-=? -p' ^=P M -1 K ) 


n°/i m ïn a /i®! 

+ ->>■■-»* -1>V' 


A/rt. anal. II. 


18 ‘ 
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108. Ces équations ont lieu, quelles que soient les valeurs des variables 
p\ q' , p", q" , etc. , parce que nos formules ne supposent point que les incli- 
naisons i' , i" , etc., des orbites sur le plan fixe soient très-petites, comme on 
l’a vu jusqu’ici dans toutes les formules que l’on a données pour le mouve- 
ment des nœuds et les variations des inclinaisons, mais elles supposent seu- 
lement la petitesse des inclinaisons mutuelles des orbites. 

Quant à leur intégration, elle [Kirait très-difficile en général, et il n’y a 
peut-être que le cas de deux orbites où elle réussisse. 

Faisons dans ce cas, pour abréger. 



m'a' a" [a*, a"], 

4v£V 

4 Vg" a” 

— p' 1 — q '* = x. 


on aura les équations 


^=_M (q'y-q'x). 

Ï-M (p'y-p'x). 

ÿ= — N (q”x—q’y). 

Ç=N (py-p'jr). 

Files donnent d’abord 


TW ai dp" 

N W + M W = 


d’où l’on tire 

Jip'-h Mp" = b, 

Nq' -h M q" —c. 


b et c étant des constantes. 

Maintenant, si l’on différentie l’cquation x* = t — p '* — q' 1 , et qu'on y 
substitue les valeurs de dp 1 , dq', on a, après la division par xdt, 

J=-M (p'q'^q'p'Y, 

on trouve de même 
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N 5F + M f = °> Nx-hM j=/, 

/"étant une constante. 

Les intégrales (jue nous venons de trouver donnent 

b — N//, M y "=c — lty, Mj=/— Nx; 
ces valeurs étant substituées dans les trois équations 

% -+- M (n'y— q'*) — °> %■ — m ( p'y — x) = o* 

on obtient les équations suivantes: 

TJ- -t-/ 1 /' — c -*-’ = o» ^ — //>' -+- fcx *= o, 

J C P' ~ V = °» 

qui, étant linéaires et à coefficients constants, sont toujours intégrables. 

On aura de pareilles équations en changeant p', q , xen p", q" -, y, mais, 
lorsqu’on connaîtra les trois premières de ces quantités, on aura les trois 
dernières par les trois intégrales précédentes. 

Les expressions de p', q', x, en t contiendront trois constantes arbi- 
traires, et, comme les constantes b, c,f sont aussi arbitraires, on aura en 
tout six constantes arbitraires, mais qui se réduiront à quatre, pour satis- 
faire aux équations supposées p' 7 -+- q" 1 -t- x* = 1 , p"* q"* -+- y 1 — i ; on 

aura ainsi les valeurs complètes des quatre variables p', q 1 , p " , q ", qui don- 
nent la position des deux orbites dans l’espace. 

Mais notre analyse est fondée sur la supposition que l’inclinaison mutuelle 
des deux orbites soit très-petite; le cosinus de cette inclinaison est exprimé 
par la formule (art. 107) 

x r- l rp'p "+Vv"> 

dont la différentielle devient égale à zéro, d’après les équations différentielles 

■ 8 . 
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ci-dessus ; cette quantité sera donc égale à une constante, comme nous 1 avons 
déjà trouvée (art. 105), et il faudra que cette constante soit supposée fort 
petite, pour l’exactitude de la solution précédente. 

Il serait difficile, peut-être même impossible, de résoudre de la même 
manière le cas de trois ou d’un plus grand nombre d’orbites ; mais nous obser- 
verons que, comme la position du plan de projection est arbitraire, on peut 
toujours le prendre de manière que les inclinaisons des orbites sur ce plan 
soient très-petites, puisque leurs inclinaisons mutuelles doivent être très- 
petites, et si, les inclinaisons étant très-petites dans un instant quelconque, 
elles denieurent toujours très-petites, la solution fondée sur cette hypothèse 
sera légitime. 

109. En supposant les inclinaisons i", etc. , des orbites sur le plan fixe, 
très-petites, les variables p' , q ' , p" , q" , etc. , seront aussi très-petites, et l’on 
pourra, dans les équations de l’art. 107, entre ces variables, mettre simple- 
ment i à la place des radicaux y / 1 — p ' 1 — q' 1 , y/"" i — p" 1 — q etc., ce 
ipii les réduira à la forme linéaiTe, dont l’intégration est facile. 

On aura ainsi des équations tout à fait semblables à celles que j’avais trou- 
vées, par une autre méthode, dans les Mémoires de l Académie de Berlin 
pour 1782 , et dont j’ai fait aussi l’application aux six planètes principales, 
en donnant les expressions finies des variables pour un temps indéfini; et les 
Mémoires de 1787 , de la même Académie, renferment, de plus, ce qui est 
relatif a l’orbite d’Herschel. Il faut seulement remarquer que, dans les for- 
mules de ces Mémoires, les tangentes des inclinaisons tiennent lieu des sinus 
ipii se trouvent dans les valeurs des variables: 

p'= sin i' sin h\ p " = s j n j» s | n h" , etc., 

7' = si, ‘ •' cos/ ''. q * = sin i " cos h", et c. ; 

mais, a cause de la petitesse des inclinaisons, cette différence n’est d aucune 
considération. 

Lorsque 1 on connaît les valeurs de ces variables, on peut déterminer tout 
de suite les inclinaisons mutuelles des orbites par les formules de l’art. 107 ; 
mais ces formules se simplifient dans le cas où les quantités p', q',p\ q" , etc. , 
sont très-petites. Dans ce cas, on aura, en négligeant les troisièmes dimen- 
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sions de ces quantités, 


cos I,' = I — i ( p '* -f- y'* -f p ** -+- y*’) -+- pp' ■+- yy ' ; 


et de là, à cause de i — cos K = 2 (sin-j V, ) J , 

sinii; = { \J{p’ -7T; 

011 aura de même 

sin i ir = i 

et ainsi des autres. 


i/|i 


1 tO. Il reste encore, pour compléter la théorie des variations séculaires , 
à considérer la variation du mouvement moyen que nous avons désigné 
par dx dans l’art. 77, et qui, en négligeant le carré de l’excentricité e, qui 
est supposée fort petite vis-à-vis de l’unité , et accentuant les lettres pour les 
rapporter respectivement aux planètes" m', m", etc., devient 


- » v? 5 


/(IV) 

~nW~ 


dt 


vV' 




pour la planète ni'; on aura de même, pour la planète m", la variation dx", 
en ajoutant un trait aux lettres qui n’en ont qu'un, et ainsi de suite. 

On substituera donc dans cette formule, au lieu de la fonction (Q'), la 
somme (lî'), -+- (il'), , suivant l’art. 100, et comme la fonction (11'), ne con- 
tient point les excentricités e , e" , etc , on aura simplement 


dx' = 



d(fl'), \ 

Ha' ) 


VS ,lc ' ’ • 


et, pour avoir une formule uniforme pour toutes les planètes m', m", etc., 
il n’y aura qu’à mettre, suivant les remarques des art. 101 et 104, 


-f Y-, à la place de 
m Ha 111 eut ‘ 

qui donnera 


d(ft') 

Ha' 


d(ft'). 

~~37~ 


et 


HV 
m 'Ha 


7 à la place de > ce 


dx' = 



H'V \ 

m' Ha' J 


■e^ H<t> 

m' i/e' 
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les fonctions <t» et H étant données dans les mêmes articles, et étant les 
mêmes pour toutes les planètes. 

Mais si, à la place de ces fonctions exprimées en e', p\ i', h', e",etc., 
on vent employer les expressions des art. 103, 107. en m ' , n , //, q 4 , 

e'ti’P 

m", etc., il faudra, suivant les formules de l’art. 73, changer en 

m'd4> n'HQ A 

—j— j — ( j-r-- Un aura ainsi 

dm an 


/ dA> 

tW \ « 

f mV/4» n' HQ* \ 

\ m' da ' 

r m lia' ) s fÿa>' 

\ m’ dm' m'tin 1 ) 


et, pour avoir rfA*, d m A, etc., il n’y aura qu’à changer a\vtï\ m \ ri en 
g", a", m", m", n ", etc. 

Dans ces formules, les différentielles relatives à a n affectent que les coef- 
ticicnts an (a , « ), a a [rt , a J,, « « |a , a ],, a a (a , a ), etc., des 
fonctions 4> et H , à la place desquels il suffira de substituer 

ii t ii\ , i n a n ) 

a (a , rt ) -f- a a — j , — - , 

i . d\ a '- a ']t 

n | n , a J , — f- cl cl — — » • • ♦ » 


^{jj (j 

pour avoir les valeurs de et, par les formules de l'art. 08, on trou- 
vera les valeurs des différences partielles ’ etc - 

11 faudra ensuite y substituer les valeurs de rn’, n\ //, q , m ", etc., en t, 
trouvées par l’intégration des équations différentielles des art. 103 et 109, 
et que nous avons données, pour toutes les planètes, dans les Mémoires cités 
de l’Académie de Berlin; et, comme ces valeurs sont exprimées par des 
suites de sinus et de cosinus, les variations <lh' , dh" , etc., seront intégra- 
bles : les termes constants donneront, dans à', à", etc., des termes propor- 
tionnels à t, qui se confondront avec les mouvements moyens; et les termes 
en sinus et cosinus donneront de pareils termes, qui exprimeront, les varia- 
tions séculaires de ces mouvements. 

J’avais trouvé, par une autre méthode, dans les Mémoires cités de l’Aca- 
démie de Berlin, des formules pour déterminer les variations séculaires des 
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moyens mouvements des planètes, et elles m’avaient donné, pour Jupiter et 
Saturne, des résultats presque insensibles; mais les formules précédentes sont 
peut-être plus rigoureuses, et il sera bon d’en faire l'application aux pla- 
nètes; c’est un objet dont je pourrai m’occuper ailleurs : ici, je n’ai eu en 
vue que de montrer l'usage de la nouvelle théorie des variations des con- 
stantes arbitraires, dans la détermination des variations séculaires des élé- 
ments des orbites des planètes. 

jj III. — Sur les équations séculaires des éléments des planètes, produites 
par la résistance d'un milieu très-rare. 

111. Pour ne rien laisser à désirer sur les variations séculaires des pla- 
nètes, nous devons encore considérer l’effet d’un milieu peu résistant dans 
lequel il est possible qu’elles se meuvent , et où elles devraient nécessairement 
se mouvoir, si la lumière était due aux oscillations d’un fluide. 

Nous avons déjà vu, dans l’art. 79, que, pour avoir égard à la résistance, 
il suffit d’ajouter à la valeur de otî les termes 

T sftTr* -|- r'dÏÏ* (drâr - 4 - r*d4><î < l > -t- r'd<t> Jjj) 

T étant la densité du milieu, qui peut être une fonction de r, et qui doit être 
supposée très-petite, et d'y substituer pour r et 4> leurs valeurs en t données 
par le mouvement elliptique de la planète, en se souvenant que la caractéris- 
tique d se rapporte au temps t, et la caractéristique S aux éléments de la 
planète. 

Gomme nous ne cherchons ici que les variations séculaires, il faudra, 
ainsi que nous l'avons pratiqué plus haut, rejeter tous les termes périodi- 
ques, et ne retenir que les termes constants. 

112 . En désignant, comme dans l'art. 21 , l'anomalie moyenne de la 
planète par 

“= v/J(< — c), 

on a vu que r et <I> — u peuvent s’exprimer par des séries dont la première 
ne contient que des cosinus, et la seconde des sinus d'angles multiples de u ; 
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donc dr ne contiendra que des sinus sans terme constant, et d< 1> des cosinus 
de ces mêmes angles; par conséquent, la quantité dr*-+- r*d<-V* ne contien- 
dra que des cosinus, et il en sera de même de la série qui exprimera la va- 
leur de ^dr* -+- r*d<t>*. Ainsi, en faisant F — fr, la quantité T ^dr* -h r* d< P' 1 
sera exprimée par une série de cosinus de multiples de «. 

Maintenant, pour avoir ir et S<t>, il faudra faire varier dans les séries de r 
et de «t 1 les coefficients des cosinus et des sinus qui sont donnés en a et e, et, 
de plus, l'angle u, à raison des constantes a et e qu’il renferme. Désignons 
par c (r) et i (<l>) les parties de ir et de S*! 1 qui contiennent les variations des 

coefficients, on aura ir = S (r ) -+- ~ om, et, de même, o<l> = S («t») H— ^ Su ; 
donc 

dri r -i- r’dQoQ— SrS(r) -h r*d<l>i(4>) -+- (dr’-h r*d>t>*) 

Or il est clair que i(r) ne contiendra que des cosinus; et, comme dr ne 
contient que des sinus, dri (r) ne contiendra aussi que des sinus sans terme 
constant; de même, o ( «I») ne contiendra que des sinus, et, comme î<f> ne 
contient que des cosinus, ne contiendra aussi que des sinus; d'ail- 

leurs r 3 ne contient que des cosinus, par conséquent, r*d<I>S (<J>) ne contien- 
dra que des sinus. Donc la quantité drS(r) -h r’d<t>$(<P) ne contenant que 
des sinus d'angles multiples de u, sans aucun terme constant, devra être 
négligée. 

113 . Ainsi, pour les équations séculaires, on aura simplement 
drir -h r*dQi<b = (dr* -t- r’rf'l» 8 ) 

Or ,du = dt y/ Jj-; donc, faisant ces substitutions, on aura, pour les termes à 
ajouter à èü, à cause de la résistance du milieu, 

rirfr'+rV*’)* ,./? , T{<Jdr'+r'd4>' }r'd> P’ „ 

dr V g 0M di* ’ 

où il faudra substituer pour r et 4» leurs valeurs en t ou u, et ne retenir dans 
les résultats que les termes indépendants des sinus et cosinus de u. 
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Par les propriétés du mouvement elliptique, on a tout de suite 
r*r/<J> = D dt = dt \/ga(i — e*), 

. dr 1 -+- r*</4>’ = ^ 

ainsi les termes dont il s’agit se réduiront à 

— S r (è~ 'a) fë*» — e r \/r — 4 V /o (' — 

où^« = — ,c)<Ta. 

114. Tels sont les ternies qu’il faudra substituer à lu place de S il, dans 
les formules générales des variations des éléments des planètes (art. 74), et 
l'on aura 


tla = — 2«’ T (j — i) \/gdt, 



et les variations des autres éléments £, h, i seront milles; d'où l'on peut 
d’abord conclure que le grand axe ou la ligne des apsides, ainsi que le nœud 
et l’inclinaison, ne seront sujets à aucune variation séculaire; par consé- 
quent, la résistance ne déplacera point l’orbite de la planète, mais en chan- 
gera seulement à la longue le grand axe et l'excentricité, et produira en 
même temps une équation séculaire dans l’anomalie moyenne et dépendante 
de la variation de c. 

Si l’on combine ensemble les deux premières équations, on a 
dc=- 

la 

donc 

dt — de ■ — S J^ Ja = fù- 

in 

Mèc, anal. II, • '9 
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divisant par \/a' , et intégrant, on trouve 

’ — f fit 
Va* J y a’ 

et, comme u= (t — <;) y on aura 

— vi/»- 

en supposant que l'intégrale j'-^L commenoe au point oii u = o ; ainsi tout 

dépend de la variation de la distance moyenne a. 

Si, dans la première approximation, on néglige l'excentricité e supposée 

très-petite, onar=n(^ — ^ =e ~ (*); et, comme la densité du milieu Y 

ne peut être qu'une fonction de r, elle sera une fonction de i», et la premièi-e 
équation donnera 

*r vB n 

Supposons P constant; on aura, en intégrant, 

. v'Â— l i“ 

■ rv'g ’ 

A étant la valeur de « lorsque t = o; donc 

« = (\/Â — <rv/g)% 

et la valeur de u deviendra 

- r <u _ i r i _ il _ < y/| ï '“ rt *âï* 

" J (va — irî/g)’ »"!' L( v'â — »rvg)’ A J 

oii le coefficient r doit être supposé très-petit. 


( 4 ) J’ai dû conserver celle équation qui est (Uns U deuxieme édition , mais je dois a* «mer qu’il m’«l 
impossible de comprendre son origine. Si Ton néglige r, on a , simplement, r = a , et la valeur de <la 

du * | '> * 

! page précédente) donne bien alors <//= • Mais IVquaiton non homogène r = ni I 

aT ygfl \ r *1 

I 

n'est exacte ni rigoureusement ni approximativement ; et, d'ailleurs, on n’en tirerait pas r = —• 

V* 

(/. Bertrand . 
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HS. Pour avoir lu variation séculaire de l’excentricité e, il faudra substi- 
tuer dans les expressions irrationnelles y/* — 1 et ^ ^ de la va leur de 

île l'expression de r en u, et ne retenir dans le développement que les ter- 
mes constants. Or, en ne conservant que les secondes dimensions de e, 
on a, par l'art. 21, 


e cos u -h cos a 

1 2 


d'où I on tire 




- = a fi — 

p = - (i -h ecosu -f- e 1 cos au), 

. /a il/ e* 3e’ \ 

v r - „ = ■+■ ccos “ - T - 1 - T cos aM )’ 

/a i V « / i .3,15, \ 

I ) =-= i + ae cosw -4- -, e 1 + -r e cos au ) ; 

\r a J J a i\ 4 4 J 


par conséquent, en rejetant les cos u et cos au (*) , on aura 

rfe= — r V / g(i— e’)ej* 

Si l’on substitue pour yja sa valeur y/A — tT y/g, et qu’on néglige d’abord 
les e’, on aura l’équation 

de{\fk — tT y/g) = T y/g edt, 

dont l’intégrale donne 

e = E (,— try/f), 


E étant la valeur de e lorsque t = o. 

Mais comme l’existence d'un milieu résistant, et, à plus forte raison, la 
loi de la densité de ce milieu, ne sont qu’hypothetiques, les résultats précé- 
dents ne doivent être regardés que comme une application de nos formules 
générales des variations séculaires. 


(*) Qui sont des termes périodiques. 


{J. Bertrand. \ 
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$ IV'. — Ihf mouvement autour du centre commun de gravité de plusieurs 
corps qui s’attirent mutuellement . 


116 . Nous avons démontré dans l’art. 6 de la troisième section que, dans 
tout système libre, les équations du mouvement des corps du système sont 
les mêmes, soit qu’on les rapporte au centre de gravité du système, ou à un 
point quelconque fixe hors du système. Ainsi, dans les formules de l’art. 86, 
on pourra établir dans le centre de gravité de tous les corps m, m', m", etc. . 
l’origine de leurs coordonnées x , y , s, x', y', etc., et, par les propriétés 
du centre de gravité, on aura les trois équations: 

nu 4- m'a:' -+- m".r‘ , 4- m*x w 4 - ... = o, 
m y 4- m'y 4- m'y' 4- m w j" 4- ... — o, 
ms 4- m V 4- tn"s" 4- m”i* 4 - . . . = o. 


lesquelles donnent tout de suite les valeurs des coordonnées de m, par celles 
des autres corps ni', m", etc. 

Considérons en particulier le mouvement du corps m' autour du centre 
commun de gravité. Gomme ses coordonnées x ' , y', s' sont indépendantes, 
on pourra, dans les formules de l’article cité, réduire les quantités T et N 
aux termes multipliés par m', qui sont les seuls qui contiennent les variables 
x', y, s', et diviser ensuite ces quantités parm'; ainsi dans l’équation géné-. 
raie on pourra substituer T' et V' à la place de T et V, en faisant 

j, _ rlx” 4- dy n 4- dz" 

• a lit 1 

et 

V' = ni /R'4'4- m"/X 4 ; 4- m m fIÇdf’ + 

et l’on aura pour chacune des trois coordonnées de l’orbite de ni' autour du 
centre commun de gravité, une équation de la forme . 



àV 

; 


<?V' _ 


o, 


Ç étant une quelconque de ces coordonnées. 

117 . S’il n’y avait que deux corps m et m', la valeur de V' se réduirait 
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au seul ternie ni fli'dp', et l’on aurait SV'= inR'Sp', R' étant supposé 
fonction de p. 

Pour avoir la valeur de SV' relative à Ç, il faut différentier la variable 

p'= *)* -+- ( 7 — /)*-«- (*'—*)•. 


en 11e faisant varier que x’ , y’, z', et ensuite y substituer pour J", .v, s leurs 
valeurs 

in'i'' m'y’ _ m'r' 

m ’ ^ m ’ “ in 

< )n aura ainsi 

y r m-t-in' x'âx’-h y'ij’ + z'âz' 

° m i' 


Ur, par les memes substitutions, on a 
Donc, faisant 


t m -f- m / y» ’ “ 

p = —=— v* -»-r 


r , = ^ , +7'+:'', 
■ rayon vecteur de l'orbite de m', on aura 


et, par conséquent, 


P = 


, , x'ix'-h r'or'H- z'iz' * , 

*p = = èr ; 


donc aussi dp' —dr \ de sorte que la valeur de V' deviendra m /’R'dr, R’ étant 
maintenant une fonction de m ^ — r' semblable à la fonction supposée de p'. 
Dans le cas de la nature, on a R'= donc la force R', dirigée vers le 

, . , , , m* 

centre commun de gravite, sera représentée par ,-—^--,^ 74 * ce qui est 
connu. 


118. Considérons maintenant le cas où le système est composé de plus 
de deux corps, et supposons, pour simplifier la question, que la masse m 
soit beaucoup plus grande que chacune des autres masses m', m*, etc., ce 
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(|iit est le eas des planètes à l'égard du soleil ; les quantités x, y, : devien- 
dront très-petites vis-à-vis des quantités x' , y\ z , x", etc., dans le rapport 
des masses ni', ni", etc., à la niasse in, en vertu des équations données dans 
l'article précédent; et l’on pourra, dans le développement, s’en tenir aux pre- 
mières puissances de x,y, z, du moins tant qu'on ne voudra pas avoir égard 
aux carrés des masses. 

(ion une K' est supposé fonction de p' , J lVdp' sera aussi une (onction de p 
que nous dénoterons par Fp' , et la quantité R sera exprimée par F' p , sui- 
vant la notation des fonctions dérivées. Or on a 


et 

donc 


f— \f(x'—xy+ (/ — J) a -t- (z'—zy, 
r'= 

„ , , il. Fr' H. Fr' d.Fr 

F f = lr - s*-* - —y ~ 


th dy' ■ di' 

et différentiant par S, les quantités x, y, z demeurant constantes, 

j,,,, *,, , .. d.Fr> td.Fr> «d.Fr 1 

8/>p = 8Fr -yS-çr 


où il faudra mettre pour x, y, z leurs valeurs 




m 


my+mV+mV+. 

m 


m'x'-f- m z m +- . . . 


119. Supposons que la force d’attraction R' soit comme la puissance p' 
de la distance p 1 , on aura 

IM P 

f P — 


U -h I 


et la fonction Fp' sera une fonction homogène de x 1 , y', z du degré u -)- i ; 
de sorte qu’on aura, par la propriété de ces fonctions, 


,d.Fr' i d. Fr 

' y — 


F dx> 
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donc différeutiant par S, et observant que 

rf./V» , J. Fr 1 * , , rf.F/, , , , 

~XT Sx + ~d^ V + “3?" = oFr ’ 


I 31 


on aura 


, f d.Fr' il. Fr 1 ,*d.Fr< ,,, , 

2 4 — T-r = Utr r . 


t r» Il • i. I r > 

■r S - (ir - + J »^7 

Donc, si l’on fait, pour abréger. 


rfr' 


rf./V 

. Y* 

d.Fr' 

1— 

Z *d-Fd 

dx’ 

J 

w 

lU ‘ 

d.Fr 1 

m 

d.Fr> 

md.Fr 1 

mr 



</r 


on aura, après les substitutions, 

3 . Fo = m ^ m - 3/V -+- - 3(R") -+- — 3(R W ) 

et telle sera la valeur de 3 .JR ' dp dans la différence SV' (art. H6) ; de sorte 
qu’on aura pour le premier terme m fW dp' de V', 

m/RVJ= (m «m') Fr' -t- m'(R") -+- m*(R") -h . . . , 


r , r»-' 

/■ r = 

1 * + ' 

Dans le système du monde, l’attraction des planètes est en l'aison inverse 
des carrés des distances; on a ainsi 


17* / I 

u — a, r r — — * -J ; 


et l'on trouve 


(R") = Jr ' x * -KrV ■+■ z ' z " _ 

_ x'.r" + T>*+èj* _ 

_ J* ’ 


r" -t- r*’ — o, r * 


en faisant 


' = +/' +- » w , r" = 4 - .Y m ' + 2 * 
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Donc, si l’on fait ces substitutions dans la valeur de V' (art. 116), et qu’on 
v suppose aussi R’ = -4}» R” = 4j> etc., on aura, dans le cas de la nature, 
pour le mouvement du corps m' autour du centre commun de gravité, 


V' = 


m — am 




m 


"I ' 

/ 


la* premier terme de V', s’il était seul, donnerait, comme on l’a vu dans 
le chapitre premier, une orbite elliptique dans laquelle g = m — am’; et 
comme les autres termes sont fort petits par rapport à celui-ci, étant multi- 
pliées par les masses m", m*, etc., supposées très-petites vis-à-vis de m, on 
peut les regarder comme dus à des forces perturbatrices dont l'effet est de 
faire varier les éléments de l’orbite elliptique. Ainsi en faisant, comme dans 
l’art. 90, 

n' m *l 1 , r” 4 - r"" — p”* \ 

\p. / \p, ) 

on pourra déterminer, par les formules données dans l’art. 74, les variations 
de ces éléments. 


120 . Si l’on compare cette valeur de il' qu’on vient de trouver pour le 
mouvement du corjis m' autour du centre de gravité du système avec celle 
île la quantité il' pour le mouvement du même corps autour du corps m, on 
voit qu’elles sont semblables ; les rayons vecteurs des orbites étant repré- 
sentés dans celle-ci par p', p", etc., et dans la précédente par r', r", etc., et 
les quantités p*, f étant les mêmes dans l’une et dans l’autre, puisqu’elles 
représentent les distances rectilignes «lu corps m' aux autres corps m', 
m*, etc., il n’y a de différence qu’en ce qu’en changeant p', p", etc., en r', 
r ", etc., il faut échanger entre elles les quantités r', r ", ainsi que les quan- 
tités r', r m , et ainsi des autres. Or, si l’on ne cherche que les variations sécu- 
laires des éléments, comme nous l’avons fait pour l’orbite de m' autour 
de m,' il est facile de voir qu’on aura la meme valeur de (tV) pour les deux 
orbites, et, par conséquent, les mêmes formules pour ces variations, ce qui 
est assez remarquable. 
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Au reste, Hans la valeur de fi' trouvée ci-dessus, on pourrait effacer les 

r ,% r ,% 

termes — m" — ni" -^-p\ — etc., parce qu’étant de la même forme que 

le premier terme — — — de la quantité V', ils peuvent se joindre à ce 

terme, lequel deviendrait ainsi 

m — a m' — m lV — m w — ... 

. ? ’ 

de sorte que le corps m' décrirait autour du centre de gravité une orbite, 
comme s’il y avait dans ce centre une masse égale à 

ni — 2 m' — m" — m" — . . . , 

et les forces perturbatrices de cette orbite seraient par conséquent, toutes 
choses d’ailleurs égales, moindres que celles de l’orbite du même corps m' 
autour du corps le plus gros m. 


HUITIÈME SECTION. 


DU MOUVEMENT DES CORPS NON LIBRES, ET QUI AGISSENT LES UNS SUR LES AUTRES 
d’une MANIÈRE QUELCONQUE. 


I. Dans la section précédente, nous avons supposé que les corps étaient 
libres, et qu’ils pouvaient, par conséquent, recevoir tous les mouvements 
que les forces accélératrices tendaient à leur imprimer. Dans cette hypo- 
thèse, les coordonnées de chacun des corps peuvent être prises pour des 
variables indépendantes, et chacune d’elles donne une équation de la forme 
(art. t, sect. VII) 


<?T i?T 3 \ 

•J31 "Il = ° 


Lorsque les corps ne sont pas libres, soit qu’ils soient assujettis à se mou- 
voir sur des surfaces ou des lignes données, soit qu’ils soient liés par des fils 
ou des verges, ou que leur mouvement soit modifié d’une autre manière 

Atéc. anal. II. 


20 
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quelconque, ces conditions, exprimées analytiquement, peuvent toujours se 
réduire à des équations de condition entre les différentes coordonnées des 
mêmes corps, par lesquelles quelques-unes de ces coordonnées dépendront 
des autres, et pourront être exprimées par des fonctions de celles-ci. Il y 
aura donc alors un moindre nombre de variables indépendantes; niais cha- 
cune de ces variables donnera encore la même équation que si elle appar- 
tenait à un corps libre. Ainsi les mêmes formules que nous avons données 
dans les art. 1 et 2 de la section précédente serviront aussi de base dans 
celle-ci. 

On aura aussi, quelle que soit la liaison des corps, l'équation des forces 
vives 

T + V = H. 

2. Si le mouvement se faisait dans un milieu résistant, nous avons vu, 
dans l’art. 3 de la même section, que la résistance R donnerait pour chaque 
corps m les termes 

„ rtxâx-y- rlyiy H- dzi z 

R d, 

à ajouter à SV; ainsi il n’y aura qu’à réduire les différences. Sx, Sy, Iz en 
différences relatives aux nouvelles variables indépendantes. 

On peut donner à cette réduction une forme générale, par l'analyse de 
l'art. 4 de la sect. IV; car, en nommant £, 4, <P les nouvelles variables, on 
a vu que la quantité di Sx H- dyiy -H dziz se transforme en 

F f/?SÇ ■+■ "F d4«Ç) -+- ~1" - 4 - dpi^) 

ou l'on voit que le coefficient de est 

F </Ç -|- Gd^ -h Idç. 

Si l’on change le S en d, alors la transformée de r/x 5 -t- dy* •+- 1 h 7 devient 
FrfÇ»+ aUr/Çd^ -t- H dÿ -h a IdÇdç -h , 
et si l'on désigne cette transformée par 4>, il est clair que l’on a 

F <i% ri- Gdi 4- 
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Il suit (le là qu’ou aura, en général, 

j ' j » j * ,l <t> «M» n . <i<P » 

(/.roa? -t- rf> oy -h cfesz = — 6 % H- — . , T $4 H ,-r- «a. 

* * lOdl ’ 'joaiji T aorfif 

I.a résistance des fluides étant, en général, proportionnelle au carré de la 
vitesse £ (s étant l'espace parcouru par le corps), si l’on désigne par r la 
densité du fluide, on aura 

R = r S’ 


et les termes à ajouter à o V seront 

dxi x + dyiy + dzo z 

l as ^5 

Donc, en retenant la signification de la lettre T de l’art. I de la section pré- 
cédente, il n’y aura qu’à ajouter à oV les termes 


i T 
idl 




tJT j . 
od J. * 


«JT t 
àdy ' A 


et changer ensuite m, m', m", etc., en rds, T'di', r ”ds" , etc.; car la résis- 
tance n’étant pas proportionnelle à la masse , mais seulement à la surface, il 
n'y aura qu’à exprimer par r, r', r*, etc., les résistances que les corps m, 
m', m", etc., éprouveraient en se mouvant avec une vitesse égale à l’unité. 

Ainsi l’équation de l’art. 1, relative à £, deviendra 


JT _ JT JY JT 
idl Jf + J£ _l " Idl ~ ° 


Mais l’équation des forces vives n’aura plus lieu dans ce cas. 

5. Au lieu de réduire d’abord toutes les variables du problème à un petit 
nombre de variables indépendantes, par le moyen des équations de condi- 
tion données par la nature du problème, on peut traiter immédiatemeq) 
toutes les variables comme indépendantes, et si L = o, M = o, etc., sont 
les équations de condition entre ces variables, il suffira d’ajouter à f équation 
relative ii chacune de ces variables, des termes de la forme 


A 


JL 

H 



ao. 
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Ou aura ainsi, relativement à une variable quelconque §, l'équation • 


. JT tfT 
d i{ 


iX , i L iM 

TÎ 


= o, 


les quantités A, At, etc., étant des quantités indéterminées qu'il faudra éli- 
miner, au moyen des équations de condition. 

A l'égard de ces équations, nous avons déjà remarqué qu’il n’est pas 
nécessaire qu'elles soient sous une forme finie ; il suffit qu'elles soient diffé- 
rentielles du premier ordre : alors, en changeant la caractéristique d en i, 
on aura également les différences partielles relatives à chaque variable 

Enfin, si le système était composé d'une infinité de particules jointes 
ensemble d'une manière quelconque, on suivrait, à l’égard des termes dus 
aux équations de condition, les mêmes règles que nous avons données dans 
la sect. VI de la I" - partie (art. 10), puisque ces termes sont les mêmes dans 
la formule générale du mouvement que dans celle de l’équilibre. 


-t. Le problème étant réduit à un certain nombre de variables indépen- 
dantes, on aura, pour chacune de ces variables, une équation différentielle 
du second ordre, dont l’intégration introduira deux constantes arbitraires; 
de sorte que la solution complète contiendra deux fois autant de constantes 
arbitraires qu’il y aura de variables indépendantes, lesquelles devront être 
déterminées par l'état initial du système. Or si, pendant (pie le système se 
meut, il arrive qu’un ou plusieurs des corps qui le composent reçoivent 
dans un instant donné des impulsions étrangères quelconques, ces impul- 
sions n'agissant que dans un instant, ne changeront pas la forme des équa- 
tions, mais seulement la valeur des constantes arbitraires; et si les impulsions 
devenaient infiniment petites et continuelles, les constantes arbitraires ces- 
seraient d’être constantes et deviendraient variables elles-mêmes. 

Nous avons déjà donné, dans le chap. 11 de la section précédente, la 
tlséorie de ces variations des constantes arbitraires pour les corps libres, et 
nous en avons lait l’application aux éléments des orbites des planètes; nous 
commencerons cette section par la généraliser et la rendre applicable à tout 
système de corps qui agissent les uns sur les autres. 
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CH A PITRE PREMIER. 

FOIMI'Ui CbtUUi voit LA VARIATION DES CON5TAN TE» ARBITRAIRES, DAMS LC MOI SE- 
MENT d'i B SYSTÈME Ql'ELCONQl E DE CORPS , PRODUITE I>At DES IMPULSION* FINIES ET 
INSTANTANÉES, OU PAR DES IMPULSIONS INFINIMENT PETITES ET CONTINUELLES. 

5 . En nommant ij, \J, ip, etc., les variables indépendantes auxquelles on 
aura réduit toutes les coordonnées .r, y, z îles corps du système, par le 
moyen des équations de condition dépendantes de la liaison des corps, on 
pourra toujours exprimer chaque constante par une iouction donnée de f , 4i 

<p, etc., et des différentielles ~t ^ etc. Or, les variables finies £, 4 > 

®, etc., ne dépendent que de la position instantanée des corps dans l'espace, 
et ne peuvent, par conséquent, subir aucun changement par les impulsions 

étrangères; il n’y aura donc que les différentielles , dont les 

valeurs pourront être changées par ces impulsions. 

Supposons qu’elles deviennent p -4- £, ^-t- 4 > ^ -T <f, etc., les ac- 
croissements jj, 4, <p, etc., seront dus aux impulsions; ce seront les vitesses, 
suivant les coordonnées £, 4> etc., que les impulsions produiraient dans 
le premier instant, et qu’il s'agit de déterminer. 

Soient I’, Q, R, etc., les forces d’impulsion appliquées à chaque corps m 
du système, suivant les directions des lignes p, q, r, etc'., et tendantes à les 
diminuer, et soient x, y, z les vitesses initiales qui en résulteraient dans ce 
corps, suivant les directions de ses coordonnées rectangles .r, y, z, et dans 
le sens où ces coordonnées augmentent, si tout le système était en repos; 
on aura, par l’art. ! ! de la sect. II, l’équation 

S(x8x -t - ySy -t- 182)111 — SfEip -t- Q8q -+- Ror -+- . . .) = o, 

laquelle doit se vérifier indépendamment des variations 84> etc., de 
chacune des variables indépendantes. Il 11’y aura donc qu’à substituer dans 
cette équation les valeurs de x, j, ; et de p, q , r, etc., en fonction de Ç, 
4, ®, etc., en remarquant que les vitesses x, y, z peuvent s’exprimer, 

_ . . 1 tlx rly riz • 

comme toutes les vitesses, par > -ÿ- , ^ • 
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Par ces substitutions, on aura la transformée 

S(x«x.-f- joy -H iSz)m = Sol- -|- ¥'«4 -+• J 

et si l’on fait, comme dans l’art. 62 (section précédente), 

oll = — S(Psp -+- Qoq -+- Rcr -t- . . .), 

on aura les équations 

3a 


oVi 

H 


4 = 


3a 


<t> = 


5f ’ - — ' - ‘ ’ ’ 

lesquelles seront en même nombre que les variables 4i <f , etc. 

Or il est facile de voir que les quantités 2, 4», etc., seront des fonctions 

de £, 4, etc., et de leurs différentielles etc., et que ces dif- 

férentielles ne seront autre chose que les vitesses initiales que nous avons 
désignées ci-dessus par 4i etc., et qu’on pourra, par conséquent, 
déterminer par les équations précédentes. 

Comme les quantités x, y, s sont équivalentes à ^-i ^ , la quantité 

’.ri.r -+- yiy -t- sôs pourra aussi s'exprimer par 

rir 3 X -+- dy 3y 4 - dz 3z 
Jl ’ 

et il suit de ce que nous avons démontré ci-dessus (art. 2), que si dans la 
formule 

... c dx' -t- dy' ■+■ dz’ 

r = s Vi(t m, 

on substitue pour x, y, z leurs valeurs en £, 4> etc., et qu’on y change 
^ en Ç, ^ en 4? ~j} en on aura, par les différences partielles relatives 
à j;, 4, etc., 

_ _dj 
~ ~ di 


«.=5, 

r i tj» 


4» = — , 

fio 


et les équations pour détenniner 4, etc., seront 

dT _ àn rfT _ àa dT _ sa 

d j — 14 ’ 3 y ' 
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où l'on remarquera que ces inconnues n’y seront qu’au premier degré, puis- 
qu’elles ne peuvent être qu'au second degré dans la quantité T. 

Ainsi l'effet des impulsions instantanées et finies P, Q, R, etc., consistera. 

à augmenter les différentielles ~ ~ > etc. , des quantités 4 , ®, etc. , 

dans les expressions des constantes arbitraires du problème. 

6. Pour appliquer cette théorie au cas des impulsions très-petites et con- 
tinuelles, on changera P, Ç, R, etc., en Pr/f, Q«ft, , etc., ce qui chan- 
gera iil en dtiil, et les quantités Ç, q., <p, etc., deviendront très-petites du 
premier ordre; les constantes arbitraires deviendront continuellement varia- 
bles, et les quantités £, 4, 0, etc., seront les variations ’ etc., 

dans les expressions de ces constantes; de sorte que, a étant une des constantes 
devenues variables, on aura, en faisant =% ■> = 4*> = 9 » etc., 


. t/a ÿ. au ■ 


f/a 


t/a 


fil 




® + 


les variables finies §, 4, ®, etc., ne recevant aucun changement; et il n’y 
aura plus qu’à substituer pour £, 4> etc., leurs valeurs tirées des équa- 
tions données ci-dessus; mais, dans le cas présent, ces équations peuvent 
être mises sous une forme plus simple, par la considération suivante. 

En regardant les variables £, 4, 9> etc., ainsi que les différentielles £', 
4', <p', etc., comme fonctions des constantes arbitraires a, b, c, etc., et du 
temps t, et désignant par S leurs variations résultantes des variations de ces 
constantes, il est clair qu’on a 

i% — o, «4 = o, oç = o, 5?'=?, o'4'=4. ip’= <P, ■ ■ ■ , 


tl'Y f/T 

et comme les différences partielles -> — -i etc., ne contiennent que les 
premières dimensions de £, 4, 9i etc., il est facile de voir qu’elles peuvent 
se réduire à o . , o etc., en regardant T comme fonction de £', 4 > 

etc. Ainsi, les équations dont il s’agit deviendront 


« d'V 

*-7ï> 


uil 

: 3T 


dt, 


9 d v in u * d v <?n . 

à . Tî“/ = TT wt } 0. -3 — ) — -3 — . 

0$ 7 t/v s oy 7 
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i di\ j. w , j •/ 5, / 


fia 


fia 


où il faudra substituer les valeurs de 3Ç', o^, o^', etc., tirées de ces équa- 
tions. 

Si l’on change ensuite les différences partielles de U relatives à Ç, 4» 
ç, etc., en différences partielles relatives aux constantes a, b, c, etc., on 
parviendra à des formules semblables à celles de l’art. 60 de la section pré- 
cédente, dans lesquelles les coefficients de ~ ^ , etc., auront la propriété 

d’être indépendants du temps l; mais la démonstration directe de cette pro- 
priété singulière devient très-difficile, comme on peut le voir dans le beau 
Mémoire de M. Poisson sur ce sujet, inséré dans le tome VIII du Journal 
de. r École Polytechnique, et l’on ne se serait peut-être jamais avisé de la 
chercher si l’on n’avait été assuré d’avance de la vérité de ce théorème (*). 

Gomme j’ai déjà donné, dans la sect. V, une théorie complète des varia- 
tions des constantes arbitraires, je ne m’y arrêterai plus ici ; j’ajouterai seu- 
lement deux remarques sur les formules de cette théorie. 

7. l,a première remarque est relative à la formule générale de l’art. 1 1 
de la section citée, laquelle, en faisant, pour simplifier, 


tt T rpf d r ryn rpff 

dï'~~ 1 ' 7iÿ~ 1 ’ llÿ' ~ 1 >•••’ 

se réduit à 

A. tir* = A?ST'4- A4ST"-t- A<pST m -t- . . . 

— $£AT'— $4aT'— S<paT*— ..., 

où la caractéristique « indique les variations dues à toutes les constantes a, 
b, c, etc., devenues variables, mais où la caractéristique A peut se rapporter 
indifféremment à chacune de ces constantes. En la rapportant d’abord à une 
quelconque de ces constantes, comme «, et développant les variations indi- 

(•) Vote * La Note Vil à la fin du I er volume. Le» coefficient» de — » etc., sont précisément le* 

tla db 

expressions considérées dans cette Note. On prouve facilement qu’ils sont constants, mais I.agrange 
a raison de faire observer qu’on sc serait difficilement avisé de les chercher à priori. (/. Bertrand.) 
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quées par i, on a tout de suite la formule 


‘-j— dt = |a, b\db 4- [a, c\dc -h [a, -t- . . . , 


dans laquelle 


’ 1 da db du db da db 

_ €Ï1'1A _ _ 'Hl d i 

da db da db da db 

• 1 — ’li £H <tydT^ lî rfT"' 

a ' 1 I da de da de da de 

_ J £' dl _ rfT» d^ _ dT^ dj 

da de da de da de 


-t- . . . 


et où les valeurs des coefficients [a, b J, [a, c], etc., deviennent indépen- 
dantes de /, après la substitution des valeurs de 4> 0» etc., en a, b, 
c, etc., et t. 

On a ainsi les formules auxquelles je suis parvenu d'abord dans le .Mémoire 
sur la variation des constantes arbitraires dans les problèmes de Mécanique. 
M. Poisson a trouvé ensuite des formules plus directes, qui reviennent au 
même que celles que j’ai données dans l’art. 18 de la sect. V; mais, quoique 
celles-ci paraissent plus simples, parce qu’elles donnent immédiatement les 
valeurs des variations da, db, etc., au lieu qu’il faut les déduire des autres 
par l’élimination, cet avantage n’est qu’apparent, comme nous l’avons déjà 
remarqué plus haut (art. 66, sect. Vil); on peut meme dire que dans plusieurs 
occasions l’avantage sera entièrement du côté des formules précédentes, parce 
qu’elles ne demandent aucune réduction préalable et qu’elles peuvent s’appli- 
quer immédiatement, toutes les fois qu’on a l’expression de chaque variable 
en temps, dans laquelle les" constantes arbitraires entrent d’une manière quel- 
conque; c’est par cette raison que j’ai cru devoir les redonner ici. 

8. La seconde remarque porte sur l’étude qu’on peut donner à ces 
formules, relativement à la nature des forces perturbatrices. Nous avons 
toujours supposé que ces forces étaient telles, qu’étant multipliées par les 
éléments de leur direction, la somme devenait intégrable, et pouvait être 
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exprimée par une fonction des variables indépendantes que nous avons 
désignée par — fl. 

Mais nous avons déjà remarqué dans l’art. 62 de la section précédente, 
que, quelles que soient les forces perturbatrices R, Q, P, etc., il suffit de 
faire 

— Sfl = R?r -H QSq -+- PSp 

en rapportant les différences partielles relatives à la caractéristique s, aux 
seules variables r, q, p, etc. 

En général, il n'est pas nécessaire, pour l'exactitude des formules des 
variations, que les forces perturbatrices que nous avons représentées par les 

différences partielles -p» etc., soient en effet des différences par- 
tielles d’une meme quantité. On peut supposer que ces forces soient expri- 
mées par des quantités quelconques, que nous désignerons par fl', fl", 
il”, etc.; alors, au lieu de A. fl, dans les formules de l’art, il de la sect. V, 
on aura 

A'aÇ -I- fl'A-vf. -I- A W A<p 
et l’équation de l’article précédent deviendra 

(fl'AÇ H- fl'A^ -H «"Ap -t- . . .) dt 

= a?«t' -+- a^st' +• a*$t* 

_3£ A T'-S4àT ff — 8 <>aT w — ...; 


d’où, en rapportant la caractéristique A à la constante arbitraire a, on aura 
également 


fn'ÿ-t-fl < ’ÿ-t-fl OT ÿ 

V da da da 



dt 


= [a, b]db -t- [a, cjr/c [a, Ajc/A -h , 


en regardant les variables Ç, 4» ®> etc., comme fonctions de a, b , c, k, etc. 

La même chose aura lieu pour les formules des art. l-iet !8 de la même 
section V, en mettant partout 

flV? -+- li"d4 ■+■ ü m d( p -t- . . . 

à la place de r/fl, et rapportant aux variables £, 4» ?» etc. , les différences 
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partielles de iï relatives aux constantes a, f S, y, etc., A, u, », etc., ou a, b, 
c, etc. 

î). Enfin, on peut faire abstraction des forces perturbatrices et ne consi- 
dérer la fonction — SJ que comme une quantité qui, étant ajoutée à la fonc- 
tion \ due aux forces principales, produit les variations des constantes arbi- 
traires dans les mouvements qui résultent de ces forces. Et comme dans le 
calcul de ces variations il n’entre que les différences partielles de Ü relatives 
aux variables indépendantes Ç, 4> etc., il n’est pas nécessaire que la diffé- 
rentielle dll soit une différentielle exacte, il suffit que, les différentielles qu’elle 
contient soient elles-mêmes des différentielles exactes dont on puisse avoir 
les différences partielles par rapport aux variables £, 4, etc. 

Cette extension de nos formules, que nous avions déjà annoncée dans 
I Avertissement du tome l* 1 , peut être utile dans plusieurs problèmes oii les 
forces perturbatrices ne seraient pas seulement fonctions des variables indé- 
pendantes j*, 4; etc., mais aussi de leurs différentielles etc., 

et du temps /; par exemple, si, après avoir résolu un problème de Méeaniqut 
dans le vide, on voulait avoir égard à la résistance d’un milieu, comme nous 
l’avons fait, à l’égard des planètes, dans la section précédente. 

Mais la meme extension ne peut pas avoir lieu à l’égard des forces princi- 
pales qui entrent dans les équations différentielles dont l’intégration introduit 
les constantes arbitraires. Ces forces, multipliées chacune par l’élément de sa 
direction, doivent toujours former une quantité intégrale que nous avons 
désignée par V (ar «• 9» seet. IV), et qui doit être une fonction des variables 
indépendantes sans leurs différentielles; autrement la réduction de ces équa- 
tions à la forme de l’art. 2 de la sert. V n’aurait pas lieu, et l’analyse du $ 1 
de cette même section cesserait d’être exacte. Rien n’empêche cependant que 
les expressions de ces forces ne contiennent le temps t, car, comme la quan- 
tité V disparait dans les' différentielles partielles de Z = T — V, relatives 
à Ç , J 4\ i etc., le résultat final de l'art. 7 aura toujours lieu, parce qu’il 
se trouve indépendant de V. Mais il cesserait d’avoir lieu si cette quantité 
était fonction de £ , 4. etc., et de 4\ etc. 

Nous allons maintenant résoudre quelques’ problèmes particuliers. 

ai . 
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CHAPITRE DEUXIÈME. 


nu vnrvmm dV» corps scr i kb si rpace o» i.iorr oobmée. 


10. Quand on ne considère qu’un corps isolé, on peut faire abstraction 
de sa masse, ou la supposer égale à t ; et l’on a, connue dans l’art. 3 de la 
section précédente, 

T = » oV == Rir -t-QSq-h Pâp-t- .... 

l/équation de la surfnce donnera 2 en fonction de x et y, on aura ainsi 
■ dz = £dx + ^-dy, 

et les variables x et _>• étant regardées comme indépendantes, chacune d'elles 
donnera une équation de la forme 

, JT iT o'\ 
d Jiï--7ï^âï =0 ’ 

Le terme de T donne sur-le-charup le ternie —p’ qui est censé fone- 


. '•(*£) t.» 

' ' (il* a dxdl* ’ 


tion de x, y et de dx, dy, donnera d’abord ces deux-ci 

dz . i , , iz , i .dz * dzidz dzdàz , , , 

or t est la meme chose que x- > et - . est — ; — ou — j — ; donc les deux 
dx ’ ox a àx ox a x ’ 

termes dont il s’agit se réduiront à ainsi l’équation relative à x sera 

d'x d'z dz d\ 

~dF + dF + d~r = 


— O. 


et Ton aura pareillement, par rapport à y 7 

d*z dz SX 

dt * dy dy 

Si le corps était contraint de se mouvoir sur une ligne donnée, alors y et z 

dy % 

seraient fonction de x: le terme —n de T donnerait les termes 

a dr 


<i\y 

dt 9 


•■{*&) 

ff 


àjdy) 

a dt' ’ 


Digitized by Google 


SECONDE PARTIE. — LA DYNAMIQUE. 


lesquels se réduiraient de la même manière à ^ de même, le ternie 

donnerait et l’on aurait, relativement à x, qui est la seule variable, 

l’équation 

d'x d'y iy d'z iz dV 

-W ^ ~d? Jï + dx ~ 0 

On voit, par l'analyse précédente, que tout terme de la quantité T qui 

sera de la forme k z étant une fonction donnée de deux autres varia- 

lit 

blés x et y, donnera 

, dT dT , d'z »z 

' idx àx 2 dl' 3x' 

. dT dT . d'z iz 

d -jzfy~iy — zk ~dô"sj-' 

réductions qui peuvent être utiles dans plusieurs occasions. 

II. Si, au lieu des coordonnées rectangles x, y, z, on voulait employer, 
pour la surface, un rayon r avec deux angles <p et 4» comme dans l’art. 4 dr 
la section précédente, on aurait 

... r* {dt 1 4- cos'^’ dŸ) 4- dr' 

1 a dl' ’ 

où r serait donné en fonction de 4 et <p, par la nature de la surface, et l’on 
aurait, relativement à 4 et p, deux équations de la forme 

. dT dT dV _ 

(Mtfi fif dÿ 

Le terme 'K-z de T donnerait ^4 tt relativement à 4> et ^4 V- relative- 
idt' Ht ' di|/ T ’ dl ' âf 

ment à p, et l’on aurait ces deux équations 

, r'd'li r'sintlcosdu/a* d'r dr dV 

d -~dï+ -d?—- + d?T* + ïï* = °’ 

, r'cmii’do d'r dr dV 

d • — 3 + iFr ? + j^ =0 ’ 

que les méthodes ordinaires ne donneraient qu’à l’aide de plusieurs rédu'c- 
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12. Il est bon «le remarquer que l'équation T 4 - V = H, qui a toujours 
lieu lorsque le corps n’est animé cjue par des forces proportionnelles k des 
fonctions de leurs distances aux centres, donne tout de suite la vitesse du 
corps dans un point quelconque de la courbe qu’il décrit; car, u étant la 
vitesse et s l’espace décrit, on a 

_ iis _ 

11 ilt ilt ‘ 

donc 



» 


et, par conséquent, 

• « — y/a (H — V); 

de sorte que V étant nue fonction finie des coordonnées, la vitesse ne 
dépendra que de la position du corps dans l’espace. 

Si le corps n’est animé, par aucune force accélératrice, on a V = o, et la 
vitesse devient constante. Dans ce cas, comme nous avons démontré en 
général que la formule fuds est toujours un maximum ou un minimum dans 
des limites données (sert. III, art. 39), la quantité fds, ou s, c'est-à-dire 
la longueur de la courbe décrite par le corps, sent elle-même un maximum 
ou un minimum; et il est évident qu'elle ne peut être qu’un minimum (*), 
parce que le maximum n’a point lieu. D'où résulte le théorème connu, qu’un 
eorps projeté sur une surface quelconque y décrit toujours la ligne la plus 
courte entre des points donnés. 

13. Mais, dans la solution de ces problèmes, il est souvent plus simple de 
regarder toutes les coordonnées comme des variables indépendantes, et 
d'employer les équations de la surface ou de la ligne donnée comme des équa- 
tions de condition qui, étant représentées par L = o, M — o, donneront 
simplement, pour chaque variable, les termes aSL, «SM à ajouter à iV, les 
coefficients A, « étant indéterminés et devant être éliminés. 

Or, de ce que nous avons démontré dans l'art. S de la sect. IV de la 
T e partie, il s’ensuit que chaque terme, comme Aol,, peut représenter le 

^*) Celte manière de raisonner n’est pas admissible, car on doit aussi considérer le cas où il n’y 
aurait ni maximum ni minimum. On peut démontrer directement qu’entre deux points infiniment 
voisins il y a toujours minimum. t r oyex une Noie h la fin du volume. (/. Bertrand .) 
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moment d’une force égale à 




et agissant perpendiculairement à la surface dont l’équation e.->t t/I - — o; par 
conséquent, cette force ne pourra être que celle qui' vient de la résistance 
que la surface oppose au corps, et qui est égale à la pression que le corps 
exerce sur la surface. 

Ainsi le coefficient A servira à déterminer la pression du corps sur la sur- 
face donnée par l’équation L = o ; et si le corps est mû sur une ligne donnée, 
en la regardant comme produite par l’intersection de deux surfaces repré- 
sentées par les équations L — o, M = o, les deux coefficients A et u servi- 
ront à déterminer les pressions que le corps exerce sur cette ligne, perpen- 
diculairement aux deux surfaces. 


14 . En général, on peut assimiler le terme aSL au ternie SV ; et comme 
SV = RSr-i- QSÿ -+- etc., R, Q, etc., étant les forees qui agissent suivant 
les lignes r, q , etc. , et qui tendent à les raccourcir ; si L est fonction îles coor- 
données f, Pj on aura 


et les termes A 


JL 


JL , ■ //I. , 

oL = -dl ^ + 77* ^ + Jj ,<p ’ 

A -jri A ^ exprimeront les forces qui résultent de la 


d( dty 


do 


résistance de la surface dont l’équation L = o, suivant les directions des 
coordonnées (*) £, 4> <£, et qui tendent à diminuer ces coordonnées. 

Si l'équation de la surface était g — a, a étant une constante, ce qu’on 
peut toujours obtenir [Kir le choix des coordonnées, on aurait 


L=Ç — a, 


il. 

H 




et l’équation relative à £ (art. 3) serait 


<?T al 

âdt H “ t ~ 


dL <JL 

JJ ~ °’ ïf-°’ 



= o, 


(• ) Nous avons remarqué plusieurs fois dans la I™ partie que ees assertions sont trop absolues. 
yoyex les notes des pages 33, 3g, 90 et io4» tome I. Il y a lieu de faire ici une observation analogue. 

[J. Bertrand. } 
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les équations relatives aux deux autres variables ne recevant aucun change- 
ment. Ainsi on aura tout de suite la pression A du corps sur la surface, en 
faisant, dans la valeur de A, 

. _ 3t , ar av 

A - ij ~ a - ïdi ~ il ' 

% — a et d% — o. 

Comme l’application de nos formules générales n'est sujette à aucune diffi- 
culté, nous nous contenterons de donner un ou deux exemples. 

$ I. — Des oscillations d’un pendule simple de longueur donnée. 

1». Nous prendrons l'origine des coordonnées dans le point de suspen- 
sion du pendule, et nous supposerons les ordonnées ; verticales et dirigées 
de haut en bas; mais à la place des coordonnées rectangles x, y, s, nous 
prendrons un rayon r qui sera la longueur du pendule avec deux angles -J 
et <p, dont le premier sera l'inclinaison du pendule à la verticale, et le second 
sera l’angle que le pendule décrit en tournant autour de la verticale. On 
aura ainsi 

x = rsin4cosp, y = rsin^sin 9, z = r cos-J., 
et la quantité T deviendra, à cause de r constant, 

,p r* (mii ÿ df' r/iji*) 

1 — -J, II' 

Il est bon d'observer que l’angle -4 que nous employons ici est le com- 
plément à 90 degrés de l'angle -J que nous avons employé jusqu'ici, et qui 
représentait l' inclinaison du rayon r siir le plan horizontal, au lieu qu’ici il 
représente son inclinaison à la verticale. 

La force II tendant au centre des rayons r sera nulle; la force Q pourra 
être prise pour la gravité, que nous désignerons par g ; et, comme elle doit 
agir parallèlement à l'ordonnée s, et pour augmenter cette ordonnée, au 
lieu que la force Q est censée agir pour diminuer la distance q , il faudra faire 

dq — — dz— — d . r cos -J , 

eu supposant le centre de cette force éloigné à l’infini. Ainsi on aura siin- 
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l6g 


plement 


SV = — gS.r cos 4 = gr sin4«4 - 

I.es équations relatives à 4 et p deviendront donc, en les divisant par r s , 

d') siml>r.os^dp , g * 1 — . n 

d? d? + r s,n 4 ~ °< 

rf*. (sin li’r/s) 

dt' -°- 

I.a seconde de ces équations a pour intégrale 

sin pdf 
~dt 

et la valeur de dtp tirée de celle-ci étant substituée dans la première, elle 
devient 

d'<fi C’cos'J» g • , 

-r-f — — — - — p, H — sin 4 == o, 

dr smtfr r T 

dont l’intégrale, après l’avoir multipliée par udsf., est 

df , C’ g 1 

TT -4- - 1 —n -2- COS 4 = E, 

dr smp r ~ 

C et E étant deux constantes qui dépendent de l’état initial. 

(jette dernière intégrale donne tout de suite 


dt = 


sinÿ.dÿ 
+ a - costf/^ rin’è* — C* 


et 


C dt 


• \ . Ksfll 

comme on a par la première dp = s j^p> on aura 


dp = 


Cd$ 


lin'! y/ ^ E -I- ^ cos sin'!’ — C* 


équations séparées, mais dont les seconds membres 11 e sont intégrables que 
par la rectification des sections coniques. 

L’équation en t et 4 donnera le temps que le pendule emploie à parcourir 
verticalement l'angle 4; et l’équation en p et 4 donnera la courbe décrite 

Mcc. anal. If. aa 
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j>ar le corps qui forme le pendule, laquelle sera une espèce de spirale sphé- 
rique. Si l'on fait rsin4 = p, on aura une liquation qui sera celle de la pro- 
jection de cette spirale sur le plan horizontal, entre le rayon vecteur p et 
l’angle 9 décrit par ce rayon autour de la verticale. 

10. Si l'on égale à zéro la quantité sous le signe, on a l’équation 




o, 


laquelle donnera les plus grandes et les plus petites valeurs de I angle d in- 
clinaison 4. Cette équation, à cause de sin 4’ = 1 — cos 4*, est du troi- 
sième degré, relativement à l'inconnue cos 4; elle aura donc une racine 
réelle; mais il est facile de voir, par la nature du problème, qu’il 11 e peut y 
avoir un maximum de4> sans qu'il y ait en même temps un minimum, et 
vice vend ; d’où il suit que les trois racines seront nécessairement réelles ( *), 
dont deux donneront un maximum et la troisième un minimum. 

Désignons par a et jS la plus grande et la plus petite valeur de 4» on aura 
les deux équations 

+ ^ cos et \ sin a 1 — G J = o. 


lesquelles donnent 


/ E -t- cos sin ,3’ — C = o. 


p a g ( ros a si n — cos fi si n £’) 

r(s 11» — sin a*) 

1 g sin 7 } sin (cos a — eo»£) 

U “ r(sin| 5 r — sina T ) 


expressions qui se réduisent à celles-ci, plus simples, 


F. = 


2 p ( 1 — cos a* — coi — cos sr cos j 
rlros* •+• cos £ \ 


a p sin at* sin 
r ( cos « -f- cos ) 


{•) Celle assert ion est inexacte; le polynôme en cos y ne doit jamajs .changer de signe, et, par 
conséquent, çotÿ doit toujours ôtre compris entre les «leux mômes racines. II en résulté qu îi 1 une 
des racine*, ne correspond ni maximum ni minimum. (7. flrrimmt.) 
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On substituera ces valeurs dans l’équation en cos 4 ) laquelle, en chan- 
geant les signes, est de la forme 

^ cos 4 ’ -h E cos 4 * — 7 cos 4 ■+- C’ — E = o, 

et, par la nature; des équations, son premier membre deviendra 

7 (cos 4 — cosa) (cos 4 — cos fl ) ^ ços 4 -+- cos* -+- cos j3 -H 


cette quantité, prise avec le signe — , sera identique avec la quantité qui est 
sous le signe dans les deux dernières équations de l’article précédent. 

Or on a, en réduisant, 

, Er i -t- cos a cos 2 
eos a -+■ cos = — é- ; 

■ 2 g < os a -I- cos p 

donc la quantité dont il s’agit sera 

— — ( cos 4 — cos «) (cos 4 — cos fl) ( cos 4 -t- - 1 ” 1 s 

r ' ~ 1 ' T ‘ ’ \ T cos « -H cos p 

17 . Supposons maintenant 

cos 4 = cos * siiKr s -t- cos (s cos ; 

il est clair que la valeur j? de 4i qui est supposée la plus petite, répon- 
dra à <7 = 0, 37 r, etc., et que la valeur a, qui est la plus grande, 

répondra à a = 7 -J 1 » ~ 1 etc., t étant l’angle de deux droits. On aura 


!)• 


cos 4 — cos* = (cos|3 — cos*) cos o-’, 
cos 4 — cos (5 = (cos a — cos JS) sin 7 1 , 

4 1 cos a cos Û 14-2 cos a. cos û -+- cos x* sin a* -H cos û* cos o* 

H f = - - ■ . — — : 

cos a 4 - cos p cos a -h cos p 

d’ailleurs on a 

sin 4</4 = — d .cos 4 = 2 (Cos (3 — cos*) sin * cos <rd<r, 
donc faisant ces substitutions dans l’équation différentielle en t et 4 de l’ar- 
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ticle précédent, elle deviendra 



2 A a y* cos a -+- cos £ 

H- a cos a cos /3 •+• cos a* sin a* -f- cos (a* cos cr’ ) 


et faisant, pour abréger, 


ms a H- cos /S 

a H- 4 COS a cos £ -|- cos a ! -h « os ^ 


X = y / 1 -+- 4’ (cos ,9 — cos a) eos 2 y, 


elle se réduira à 


Ensuite on aura 


dt 




a vliIo 

g T’ 


. CA /ag sina siiij3 A' 

SlII 'f* V /■ y/ eos a -+- ciisfi 5 *i r f * 


_ /- \'a jin a sin ; I 

Vcoson-cosà L ( 1 ' 




tla 


r-t-cosf> L( , + ™ s ’(') S (1— cos^jZj 

où il faudra substituer pour cos 4 sa valeur en cos 29 -, 

cos 4 = î (cos « -f- cos (3) -f- 1 (cos |3 — cos a’) cos 29 . 


En intégrant ces équations depuis 9 = 0 jusqu'à 9 = on aura le temps 

et l’angle de rotation compris entre le point le plus bas où l’inclinaison du 
pendule à la verticale est fi, et le point le plus haut où l'inclinaison est «; 
mais ces intégrations dépendent en général de la rectification des sections 
coniques. Si la valeur de ç comprise entre ces deux limites de .« est commen- 
surable avec 7r, la spirale décrite par le pendule reviendra sur elle-même 
après un certain nombre de spires; mais si elle est incommensurable, la spi- 
rale fera une infinité de révolutions différentes. 

18 . I .orsque le pendule ne fera, en hauteur, que des excursions assez 
petites, de manière que les angles a et fi diffèrent peu entre eux, la différence 
eos (3 — cos a sera, elle-même, assez petite pour «pie le radical 2 puisse se 
réduire en une série convergente. 
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•?3 


. liane y 

cm *i *v _ ' ‘ . 

ung-/* 


Supposons 

* (cos (3 — cos a) == sin a y = -- 

la fonction 1 deviendra • 

1 = cosy y 1 -+• tang y 3 4- a tang y cos a s. 

La fonction irrationnelle 

(> tangy 3 4- atangycos aa )" 5 

peut se réduire en une série de la forme 

A 4- B cos 29- 4- Ccos 4 a r H- DcosGa- 

dans laquelle on aura, en faisant dans les dernières formules de fart. 98 de 
la section précédente, 

r 0 . 1 , i.3 0 1.3.5 

® = 29, a = 1 , a = — tang y, n — - , n = — -, n = — 

° a a. 4 -1.4.6 

A = 1 4- « 3 tang y 3 4- n' 3 tang y‘ 4- n *' 3 tang y* 4- ... , 

B = — 2 (tang y -1- nn' tang y* -t- nu" taiigy 3 4- . . . , 

C = a («'tang y 3 -t- ««"tangy* 4- «"«'"tang y* -t- .... 


O11 aura donc, en substituant, 

dt = t/- (A -f- Beos a 9 -t- C cos !\a 4 - ...)da, 
V g rot/ ' 

et, en intégrant de manière que l'intégrale commence où 9 = o, 

t — — - (As- H- £Bsin 2 9 H- jCsin (\a 4 - . . . ). 

V f coiy ' * 4 


En faisant 9 = -> on aura le temps depuis le point le plus haut jusqu'au 
point le plus bas, lequel étant nommé T, on aura 

J = \7t\f'- — ■ 

V g CO»-/ 
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Si l’on dénoté par T', T", etc., les valeurs de t qui répondent à 


on aura 


_ 3r 5« 

a ’ a ’ 


T' = 3 T, T'=5T,..., 


d'où l’on voit que le pendule remontera toujours à la même hauteur au 
bout d'un temps égal à aT, qui sera par conséquent en temps la durée 
d'une oscillation. 

19. On peut avoir de la même manière l’angle ® correspondant; pour 
cela, on fera 

ras B — cos a 

z . * — sin lu. 

a cosct -f- coap 


$ $ — cos a 


a — cos a — cos 


^ = sin 2 


et l’on aura 


i 4- cosijt ( 2 -h c os a -+■ cos fi) cos u* ( i -f- tang 4 - 2 tant; fi co» 2 *s j 
1 2 


1 — cosij» ( 2 — cos a — cos fi ) cos v* ( 1 - 4 - tang v* — 2 tang v cos 2 a) 

Si dans les mêmes formules de l'art. 98 (sect. VII) on fait n = i, on a 

n'=i, n"= i,...; 


donc 


( I -4- tang u a -(- i tanga cos 20 -) ' = (A) -t- (B) eos 2 s 
-h (C) cos 4 tr -h (D) cos C g- -h , 


(A) = 1 -t- tang a 1 -t- tang a* -b tanga* -+-...= 


i — tang jui* 


(B) = — 2 tang a ( 1 -t- tang u 1 -t- tang a* -t- ...)== ,1“"^, -,» 

(C) = 2 tang a’ ( H- tang a’ -f- tang a* -h . . .) = 7^“,. 
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Ainsi l’on aura 

( i -+- tang v'-h * tang u cos a <r)~' = 7 ^—, 

X ( 1 — 1 tang u cos a a -+- a tang '«* cos 4 «■ — a- tang u’ cos <i o - -f- 
Si l’on multiplie cette série par la suivante, 

A -t- B cos a <r - 1 - C cos 4 
le produit sera de nouveau de la forme 


et l'c 


< >11 aura ainsi 


A' -f- 11' cos 2 u -(- C' cos 4 <r H- • . . , 

, , A — B langjx -+- C. tang u’ -h D ta 11 g p’ > . 

1 1— ung’fx 


( 1 -+- costji) £ (2 ru»! f- t-os's) ('os u* 00s-/ 

X (A'-+- B' cos ay = C'cos 4 f ■+• 

On trouvera de même 




) 7J 


(« 


1 2 

cos (p j £ (a — cosa — «os £) co» v* cos •/ 

X (A" -+- B" cos îr + C' cos 4 tr -4- . . . ), 


ou I on aura, en changeant u en — », 

, » A -+- B tang » -+- C tang v’ -H D tang y 1 -f- . . . 

1 — lang v’ 

Faisant ces substitutions dans la valeur de dtp de Part. 17 , et intégrant 
«le manière que p soit = o lorsque tr — o, 011 aitra 

2 A 's -t- B'( OJ 17 + -|C' COS 4 » ■+■ • • • ! 

(, a -t- ro* « cos j§ ) cos n * cos y | 

^ 2 A*» -t- B* cos -t- 7 C* co* 4^-4- ... i 

(a — cos a — f 0 *]') ‘O* v* cos y J 

Kn faisant o- = ^ , 011 aura l’angle compris entre les plans qui passent par 
la verticale et par les points le plus bas et le plus liant de la courbe décrite 


<P = 


k ^Tsiii 


Vco*z -+- COs (5 
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par le pendule; et cet angle étant nommé <t>, on aura 

^ _ it A' A |/a sin a sin fi 

Vcos «r cos fi (a 4- « os * -h cos fi) cos ft' cos y 
r. A" A y 2 sin a sin fi 

|/c<>s o -I- cos fi ( a — cos a — cos «) cos v 1 COS y 
Comme tous les points les plus hauts, ou les sommets de la courbe, ré- 
pondent à s — ^ » ~ i etc., si l’on dénote par <!>', <t> ff , etc., les valeurs 

, 3it 5it 

de <r pour s = — » — » etc. , on aura 

<t>' = 3<l>, <l>*= 5<J>, . . . . 


Ainsi l’angle compris entre deux sommets consécutifs, et répondant à une 
oscillation entière du pendule, sera égal à 2 <t>. 

20. En supposant les angles a et fi très-petits du premier ordre, la quan- 
tité cos fi — eosa sera très-petite du second, par conséquent l’angle y sera 
aussi très-petit du second ordre; donc, en ne négligeant que les quantités 
très-petites du quatrième ordre, on aura 


donc 


A == i , cos y = i ; 

... /r / cos a -H cos (5 

2 ^ Vg V a + 4 cos a cos fi +- cos a’-f- cas/5* ’ 


et 2 T sera, aux quantités du quatrième ordre près, le temps de l’oscillation 
entière. 

Si l’on néglige les quantités du second ordre, cette expression se réduit 

à t y/-; c’est l’expression connue |>our la durée des oscillations très-petites 

d’un pendule dont la longueur est r, et où l’on peut faire g = i ; mais l’ana- 
lyse précédente fait voir que cette durée est la même, quelles que soient les 
oscillations, soit qu’elles se fassent dans un plan vertical, soit que le pendule 
ait en même temps un mouvement de rotation autour de la verticale. 

En conservant les quantités du second ordre, on peut simplifier la for- 
mule précédente, en mettant pour cos a et cos fi leurs valeurs approchées, 
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au quatrième ordre près, i — i — et en négligeant toujours les 

termes du quatrième ordre, on aura pour la durée des oscillations très- 
petites, au quatrième ordre près, l’expression 



21. Lorsque l’angle j3, qui répond au point le plus bas, est nul, le pen- 
dule reprend toujours la situation verticale, et les oscillations se font dans le 
plan vertical ; car, en faisant |5 = o, on voit, par la formule de l’art. 5, que 
l'angle <p est nul : c'est le cas que l’on considère ordinairement, et qui a lieu 
toutes les fois qu’après avoir éloigné le pendule de la verticale par l’angle a, 
on le laisse retomber sans lui donner aucune impulsion; mais, pour peu que 
le pendule reçoive une impulsion dans une direction qui ne rencontre pas 
la verticale, il fera des oscillations en forme de mouvement conique, et l'an- 
gle (î ne sera pas nul. 

Dans ce cas, si l'on suppose aussi que les angles a et [} soient très-petits, 
et qu’on néglige dans une première approximation les quantités très-petites 
du second ordre, on aura 


*=■?, 7 = 0 , A = i , B = o, C = o,..., 

• «* 6* il KH I 

u. = o, sm a v — -- — A=i, A = , = c< 

a* +• ù' • ’ i Ung v’ 


/«, 

H a*+(3‘ ' h 


et 2 4» sera l’angle à la verticale compris entre deux sommets consécutifs de 
la courbe. Donc, si le rapport de afi à a 1 ■+■ fi 1 est rationnel, l’angle 2 «I» 
aura un rapport de nombre à nombre à l’angle tt de deux droits, et la 
courbe décrite par le pendule ne sera formée que d’un certain nombre de 
spires qui reviendront les mêmes; dans le cas contraire, la courbe sera une 

(*) Cette formule est inexacte. ÜJ. Bravais, qui m’a fait remarquer cette inadvertance de Lagrange, 
m’a remis le calcul rectifié, que nous reproduisons à la fin du volume. [J. Bertrand. 1 
Met. anal. II. a 3 
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espèce «le spirale continue. Mais ces conclusions ne sont qu'approchées, et 
pour avoir «les résultats plus exacts, il faudra pousser l'approximation plus 
loin, au moyen des séries que nous avons données. 

Ce problème a été résolu anciennement par Clairaut, dans les Mémoires 
<ie !' Académie fies Sciences, de l'année I/3Ô, mais d’une manière moins 
complète, et les résultats approchés que nous venons «le trouver s’accordent 
avec les siens, en faisant fi = o dans l'expression de T, «’t = a dans celle 

«le >1». 


22. Les formules précédentes ont lieu tant «pie l’angle a diffère «le 
l'angle (5, parce que, quelque petite que soit leur différence, il y a toujours 
un maximum et un minimum dans les excursions verticales du pendule; 
mais, si l’on a rigoureusement a = 3, il n’y a plus de maximum ni de mini- 
mum, le pendule forme toujours le même angle a avec la verticale, et, par 
conséquent, il décrira, dans sou mouvement, un cône à base circulaire. 

Cette supposition est possible, parce qu'alors (art 16 et 17 ) la «juantite 
«pii est sous le radical, dans la valeur «le <it, a deux facteurs égaux , 
cos 4 — cos *> *1*’ sorte que, par la théorie exposée dans l’art. 83 de la 
section précédente, on pourra (*) toujours faire «;os4 = cos a; c'est le cas 
des oscillations coniques qu’Huyghens a considérées le premier. 

Dans ce cas, l’équation 


donnera 


«/? = — dl (art. i) 

sin i/' V. r cos 7. 




S . 
os * ’ 


de sorte que le temps d'une révolution entière du pendule sera exprimé 

P"r a,T y îTjj' 

Pour que ce cas ait lieu, il faut donc «pie le pendule reçoive une 
vitesse angulaire «le rotation, autour de la verticale, exprimée par 

^ * laquelle 11 e dépend «pie de la hauteur du cône qu’il décrit. 


( *) Il faut lire : on devra toujours fsire cos — coi s. (J. Jterimail.) 
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25. Si le pendule était nui dans un milieu résistant comme le carré de 
la vitesse, et dont la densité fût exprimée par I', il faudrait, pour avoir les 
équations de son mouvement, à 5 V ajouter les termes (art. 2) 




oT 

'j<ly 




en retenant l’expression de ’l’ de l’art. Il, dans laquelle r est constant. 
Ainsi on aura à ajouter, au premier membre de la première des équations 


TdsdSf 
dt' ' 


et au premier membre de la 


différentielles de cet article, le terme 

, , rsinii’ dsda 

seconde, le terme - — —, -• 

’ dt * 

Par l'addition de ces termes, les équations qui étaient intégrables cesse- 
ront de l’être; mais lorsque la résistance est très-petite à l’égard de la force 
de la gravité, ce qui a lieu dans les mouvements lents des corps dans l’air, 
on peut résoudre ces équations par approximation, en substituant dans les 
termes dus à la résistance, les valeurs de 4 et ? en t, qui ont lieu dans le vide, 
et en cherchant les petites quantités que ces termes tout connus ajouteront 
à ces mêmes valeurs. 

Les deux équations dont il s’agit seront 


,rj> 

di' 


sin 'è eus -fi d <f* 

dt' 


>4 -+- 


r ds d ^ 


dt' 


~ = o, 


d. (sin Ÿ' d?) 
dt'~ 


T sin tj>* didf 

3P 


: O. 


La seconde étant divisée par ^ , e t ensuite intégrée, donne 


sin Jr’ d o ~ — r j 

= Li * 

dt 


i étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est t . 

Ensuite, la première, étant multipliée par id 4, et ajoutée à la seconde, 
multipliée par 2 dtp, donne l’intégrale 

dtp’ ■+■ sin 4>* d<f' ïgvus tji 1 F Ç ds' . g 

dt' ~r~ ~ >r ~ J dt' ’ 

à cause de r * (tW 3 -+- sin4’ dp*) = ds' ■ 

i3. 
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Ainsi on aura les mêmes équations différentielles en t, $ et 4 qu’on 
a trouvées dans l’art. Il, en y substituant C» _r ' à la place de C, 
et E — j ^ ds à la place de E; de sorte que l’effet de la résistance se 

réduira à faire varier ces constantes dans la solution générale donnée plus 
haut, art. 13 , où nous n’avons point eu égard à la résistance, et où les rela- 
tions entre les variables 4> <P et t doivent se déduire des équations 


ainÿ 1 ii<f ç, 

i U ’ 


dt* 


-v-T} — 1 - COS 4 = E. 
siny* r 


Si donc on regarde la quantité C et E comme variables, on aura 

rfC=rC<fc, dE=— £*Lds= — ^(E-l-^cos4)<ir, 




ds = 


sinif. y/^E-t- cosÿ^ 


y/ ^E-t- ~ sin i|>’ — C* 


d 4. 


Lorsque le pendule ne fait que des oscillations verticales, on a C = o, et, par 

conséquent, ds = d 4 ; l’équation en E devient alors intégrable, étant nmlti- 
»r» 

pliée par i ' l’intégrale est 

ar* r p irt 

Et 7 * = (E) — ) i r' cos4rf4, 

(E) étant une constante arbitraire qui remplace la constante E, devenue 
variable. Or on trouvera, par des intégrations par parties. 


r .ïTjJ » ’ 1 

i cos 4*^4 — — * ~ 


.'l±( . , 

l r' ( 6lnlf — —y ( 


I -4- 


4 T 




donc on aura 


E= (E) t V — — ÿcos4); 

c’est la valeur qu’il faudra substituer à la place de E dans l’équation diffé- 
rentielle qui donne la valeur de t en 4 » et en supposant le coefficient F très- 
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iSl 


petit, on aura facilement l'altération produite dans la valeur du temps t par . 
la résistance du milieu. 


24. Dans le cas du pendule, en prenant, comme nous venons de le faire, 
r, p, 4 pour les trois coordonnées, on a l'équation r == a, a étant la lon- 
gueur donnée du pendule; donc, par l’art. 14, en changeant § en r, on aura 
tout de suite la valeur de A, qui exprimera la force avec laquelle le fil qui 
retient le corps sur la surface sphérique est tendu. . 

Cette force sera donc exprimée par 

JT , JT JV 
77 - a -7Ir—J7’ 


en substituant pour T et V leurs valeurs complètes 


T 


r’ sin *+- r/r* 

a dt f 


V = — grcos4, 


et faisant ensuite r constant, on aura ainsi 


JT JT rW-t-sinJ-V®*) JV , 

Jdr = °' 77= --- TU' — ’ 77 = cos 4> 


et, par conséquent, 


A = 


-4- sin ÿ'tiy') 
dt' 


i a»T 
-+-gcos4 = — 


V 



où l’on remarquera que a T = u > (art. 12) ; de sorte que la tension du fil qui 

u l , 

forme le pendule sera exprimée par— -f- g cos 4 - 

Quand le pendule se meut dans le vide, on a, par le même article, c étant 
la vitesse lorsque 4 = 0 , 

u’ = 2 (H — V) = c’ — agr(i — cos4) ; 

et la tension, désignée par A, aura pour valeur 

* — 7 — S( a — 3cos4)- 


25. Nous avons supposé jusqu'ici la longueur du pendule invariable; 
mais, si cette longueur variait d’un moment à l’autre, suivant une loi connue. 
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en sorte que r fût une fonction doimée de t, il faudrait alors supposer r 
variable dans les équations différentielles ; mais on aurait également Sr — o, 
comme dans le cas de r constant : ainsi on poserait les équations 


T — 


-+- d-ji')+ f/r’ 
jdi' 


V 


g r cos 4 ; 


l’équation relative à r n'aurait pas lieu, mais les deux autres deviendraient 


il.dd 


r’ sin ÿ'cu * 'S r / 1 * 1 
— dt ~ 


-+- grsin4 - o, 


d. 


r’sini^’ dtp 

— dt'~ ~ 


l'Infin . si le fil qui soutient le corps était élastique et extensible, en nom- 
mant F la force avec laquelle le fil tend à se raccourcir, et qui ne peut être 
qu’une fonction de r, il n’y aurait qu’à ajouter FJr à <f V, et l’on aurait, pour 
l'équation relative à r, 


d'r 

dt' 


r(sin -+- difi') 

dt' 


-+- F — geossj. = o, 


les deux autres demeurant les mêmes; et, dans ce cas, on aurait toujours 
l'intégrale 

T-t-V = H, où V = J’Fdr — grcos4- 




§ II. — Du mouvement d'un corps pesant sur une surface quelconque 

de révolution. 

26. L’axe de révolution étant pris dans l’axe des z, si l’on fait x = pcos®, 
> = psin?, z sera l’abscisse et p l’ordonnée de la courbe qui, par sa révo- 
lution autour de l’axe des abscisses, forme le solide proposé. Ainsi on aura 
une équation entre z et p, par laquelle ; sera une fonction donnée de p. 

Si, maintenant, on suppose l’axe des z vertical, et les ordonnées z dirigées 
de haut en bas, on aura 

t = v = _ a Z , 

et prenant p et ® pour les deux variables indépendantes, on aura tout de 
suite (art. Il) les deux équations relatives à ces variables, 
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Si l’axe des z n'était pas vertical, niais incliné à la verticale de l'angle «, 
la valeur de T demeurerait la même, mais celle de V deviendrait 
— g (z cos a — .usina); de sorte qu’il n’y aurait qu’à changer dans la pre- 
mière équation g en g cos a, et ajouter à son premier membre le terme 
g sin a cos ç, et ajouter aussi au premier membre de la seconde le" terme 
g sin a sin p. 

En général, quelque changement qu’on fasse à la position de la surface 
ou de la ligne sur laquelle le corps se meut, la valeur de T d'où naissent les 
termes différentiels de l’équation ne change pas; il •n’y a que celle de N qui 
dépend de la position de la surface ou de la ligne. 


NEUVIÈME SECTION. 

SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION. 

L'importance et la difficulté de cette question m’engagent à y destiner 
une section à part, et à la traiter à fond, .le donnerai d’abord les formules 
les plus générales, et en même temps les plus simples pour représenter le 
mouvement de rotation d’un corps ou d’un système de corps autour d'un 
point. Je déduirai ensuite de ces formules, par les méthodes de la sect. IV, 
les équations nécessaires pour déterminer le mouvement de rotation d’un * 
système de corps animés par des forces quelconques. Enfin je donnerai dif- 
férentes applications de ces équations. 

Quoique ce sujet ait déjà été traité par plusieurs géomètres, la théorie 
que nous allons en donner n’en sera pas moins utile. D’un côté, elle four- 
nira de nouveaux moyens de résoudre le problème célèbre de la rotation 
des corps de ligure quelconque; de l’autre, elle servira à rapprocher et 
réunir sous un même point de vue les solutions qu’on a déjà données de ce 
problème, et qui sont toutes fondées sur des principes différents, et pré- 
sentées sous diverses formes. Ces sortes de rapprochements sont toujours 
instructifs, et ne peuvent qu'être très-utiles aux progrès de l’analyse: on 
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|>eut même dire qu’ils lui sont nécessaires clans l’état où elle est aujourd'hui ; 
car, à mesure que cette science s'étend et s'enrichit de nouvelles méthodes, 
elle devient aussi plus compliquée, et l’on ne saur&it la simplifier qu’en géné- 
ralisant et réduisant, tout à la fois, les méthodes qui peuvent être suscep- 
tibles de ces avantages. 

CHAPITRE PREMIER. 

M R LA ROTATION l>’lIN SYSTÈME QCELCORQI E DE CORPS. 

1. — Formules générales relatives au mouvement de rotation. 

Les formules différentielles trouvées dans la I" partie, pour exprimer les 
variations que peuvent recevoir les coordonnées d’un système quelconque 
de points, dont les distances sont supposées invariables, s’appliquent natu- 
rellement à la recherche dont il s’agit ici; car cette supposition ne fait 
qu’anéantir les termes cpii résulteraient des variations des distances entre les 
différents points. En sorte que les termes restants expriment ce que dans 
le mouvement du système il y a de général et de commun à tous les points, 
abstraction faite de leurs mouvements relatifs; or c’est précisément ce mou- 
vement commun et absolu que nous nous proposons ici d'examiner. 

1. Reprenons les formules de l'art, f »;> de la scct. V, que nous avons 
trouvées par une analyse directe fondée uniquement sur la supposition que 
les points du système conservent entre eux les mêmes distances. En y chan- 
, géant la caractéristique S en d, on aura, pour le mouvement absolu du sys- 
tème, ces trois équations, 

dx = dx -t- zrfM —y dû, 
dy — du ■+• xrfN — • zd L, 
dz = dv -+- ydL — xr/M, 

dans lesquelles x, y, z représentent, à l’ordinaire, les coordonnées de chaque 
point du système par rapport à trois axes fixes et perpendiculaires entre 
eux, et où dh, du, dt, d L, rfM, ffN sont des quantités indéterminées, les 
mêmes pour tous les |>oints, et qui ne dépendent que du mouvement du 
système en général. 
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Soient maintenant x', y', z les coordonnées pour un point déterminé du 
système, on aura donc aussi 

dx' = dh -+- z'rfM — y d N, 
rfy' = du ■+■ x'dN — z'dL , 
dz 1 — dv y'dïj — x'dM ; 

par conséquent, si l’on retranche ces formules des précédentes, et qu’on 
tasse, pour plus de simplicité, 

* = r =»/-*"«, t—z'- (-Ç, 

on aura ces équations différentielles 

rf?=£rfM — »rfN, — ÇrfL, dÇ=»dL — £dM, 

dans lesquelles les variables «, £ représenteront les coordonnées des dif- 
férents points du système, prises depuis un point déterminé du même sys- 
tème, point que nous nommerons dorénavant le centre du système. 

Ces équations étant linéaires et du premier ordre seulement, il suit de la 
théorie connue de ces sortes d’équations, que si l’on désigne par 
trois valeurs particulières de et par s*, et £', les valeurs 

correspondantes de » et £, on aura les intégrales complètes 

» — an' -+- Ait" es*’, 

«, A, c étant trois constantes arbitraires. 

Il est clair que , r', Ç' ne sont autre chose que les coordonnées d’un point 
quelconque donné du système, et que de même n, Ç” et g w , sont 

les coordonnées des deux autres points du système aussi donnés à volonté, 
ces coordonnées ayant leur origine commune dans le centre du système. 

Ainsi, en connaissant les coordonnées pour trois points donnés, on aura, 
par les formules précédentes, les valeurs des coordonnées pour tout autre 
point dépendant des constantes a, b, c; mais il làut chercher les valeurs de 
ces constantes. 
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2. Si l'on suppose, ce qui est permis, que dans l'état initial les trois 
points donnés se trouvent placés dans les trois axes des coordonnées, et à la 
distance = i «le l’origine, il est clair qu’on aura alors 


r=>, «'=«, 

o" 

II 

G 

Ç"— o, ■ '=!,. 

O 

II 

1/ 

Ç w = o, »*= o. 

C= • ; 

ce qui donnera 


? = «, » = b, 

c=«. 

Ainsi les quantités a, b, c ne seront autre chose que les coordonnées 
d’un point quelconque du système rapportes aux mêmes axes. Mais, par le 
mouvement du système, les axes de ces coordonnées changent de place dans 

l’espace, en demeurant fixes dans le système, 

puisque ces coordonnées sont 


constantes pour un même point, et ne varient que d’un point à l’autre. La 
position de leurs axes dans un instant quelconque, par rapport aux axes 
immobiles des £, a, £, ne dépendra que des coefficients a', 

a", etc. Rn effet, si l’on fait b = o, c — o, ce qui donne 

5 = «$',. a = <ia', £=«£', 

et, par conséquent, 

« = + c, 

il est facile de voir que les coefficients £', a', £' sont les cosinus des angles 
que l’axe «les a fait avec les axes des £, a, Ç. On voit de même, en suppo- 
sant a et c nuis à la fois, ensuite a et b nuis ensemble, que les coefficients 
Ç" sont les cosinus des angles de l’axe des b, et les coefficients 
sont les cosinus des angles de l’axe des c avec les mêmes axes des £ . 

«. C 

3. Comme ces coefficients représentent, en général, les coordonnées «le 
trois points donnés du système qu'on a supposés distants de l’origine, d'une 
«juantité = i , et placés au commencement sur les axes des coordonnées 
rectangles a, b, c, on aura premièrement ces trois équations : 

r+ c-'. r+.'’+r=i, 


Digitized by Google 



SECONDE l'AnriE. 


— LA DYNAMIQUE. 187 

Ensuite, à cause que les distances mutuelles de ces points sont les hypo- 
ténuses de triangles rectangles dont les côtés sont = 1 , on aura 

(r -*')•+ (»' - + (c - o* = » » 

(«* - rr-H (»' - «")•-*- (c - n’= ^ 
or - ?*)• + (" ff - ■•)• h- (? - cr = * ; 

d’où l'on tire ces trois équations : 

çt+-«v+cc=°. ç'r+»'""+cr=o, rr+«"»”'+rr=‘>- 

Ainsi l'on a, entre les neuf coefficients £', £ ff , £ w , a', etc., six équations 
de condition par lesquelles ils se réduisent à trois indéterminées. 

4 . Au moyen de ces équations, les expressions générales des coordon- 
nées £, s, Ç de l’art. 1 satisfont à la condition primitive que la distance entre 
deux points quelconques du système demeure invariable. En effet, si £, a, £ 
sont les coordonnées d’un de ces points, et £ 1 , a 1 , £1 les coordonnées d’un 
autre point, le carré de leur distance sera exprimé par 


(Ç-Çl)’ -Ma-al)’ -HC-ÇO*; 


et si l’on désigne par «1 , b 1 , ci les coordonnées relatives aux axes des a, 
b, c pour le second point, on aura les valeurs de £ 1 , a 1 , Ç 1 , en changeant 
«, b, c en ai, b 1, ci dans celles de £, a, Ç. 

Faisant ces substitutions dans l’expression précédente, et ayant égard aux 
six équations de condition, elle se réduira à 


(a — ai (b — ôi)’-+- (c — ci)’, 


et sera, par conséquent, constante pendant, le mouvement. I)’où l'on peut 
conclure que ces six équations de condition sont les seules nécessaires pour 
faire en sorte que la position respective des différents points du système ne 
dépende que des constantes a, b, c, et nullement des variables £', a’, Ç , etc. 

Au reste, il est clair que les coordonnées £, a, Ç ne sont que les transfor- 
mées des coordonnées a, b , c, et que les six équations de condition sont le 
résultat de la condition générale 


+ = + + 


A- 
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c'est ce qu’on voit par la comparaison de ces formules avec celles de l’art. I *> 
de la sect. III de la I™ partie, dans lesquelles les coordonnées x, y, .c\ 

y\ z répondent à Ç, a, £, a, b, c, et les coefficients a, y, a', y’, 

?*, y” répondent à Z\ »', a", a", Ç', K", C- 

а. Si l’on ajoute ensemble les expressions de £, a, Ç de l’art. 1 , après les 
avoir multipliées respectivement par Ç', a', £', ensuite par a", et enfin 
par Z"', a'”, £*, on aura tout de suite, par les équations de condition de 
l’art. 3, ces formules inverses: 

-h çr» 

4 = g'. H- 

et ces valeurs de a, i, c étant substituées dans l’équation 
Ç’ -I- a* -f- £*=«’-»- 4’ 

qui doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs de Z , a, £, donneront, par 
la comparaison des termes, ces nouvelles équations de condition : 

Z” -h Z"' -H V % = « , a' 1 a'* + a"” = i , Z” -+- C 2 + C" = I . 

çy+çv+r »*=<>, rr-f-5T-t-2T=°, 

lesquelles sont nécessairement une suite de celles de l’art. 5, puisque les unes 
et les autres résultent également de la condition générale 

Z‘ -t-a’-|-Ç*=a , H-A , -4-c l . 

б. Mais, si l’on cherche directement les valeurs de a, b, c par la résolu- 
tion des équations de l'art. 1, on aura, d’après les formules connues, 

i Kr - »*n v- r»*) 

a= j » 

* 
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en supposant 

x- = z'^c- »tc-+- cT» w - s'c»*+ »rr - çvt 

Ces expressions doivent donc être identiipies avec celles de l’article pré- 
cédent; ainsi en comparant les coefficients des quantités s, C> 011 aura les 
équations suivantes : 

£'»»-<"»'= T. Ç'Ç* «'g* — »T = *C- 


» C 


'Ç' = X£*, g' 


’ = /■£"'• 


Or, si l’on ajoute ensemble les carrés des trois premières, on a 

(«T— »T)’-*- (CT- CT) '-h (?'■*— T»')*= *’(T-h »'’+- r) ; 


le premier membre peut se mettre sous cette forme, 

(r ■+■ »" + C’) (T* •+■ »*’ -t- C’) - (CT ■+■ »'»*+ CT)* ; 

donc, par les équations de condition de l’art. 5 , cette équation se réduit à 
1 = X*, d’où X = rfc 1 . 

Pour savoir lequel des deux signes on doit prendre, il n’y a qu’à consi- 
dérer la valeur de X dans un cas particulier; or le cas le plus simple est celui 
où les trois axes des coordonnées a, b , c coïncideraient avec les trois axes 
des coordonnées », £, auquel cas on aurait 

C = «, » = b, C = c > 


et, par conséquent, par les formules de l’art. I, 

ç'=,, »"= i, c= *, 

et toutes les autres quantités Ç w , etc. , milles. En faisant ces substitutions 
dans l'expression générale de X, elle devient = 1. Donc, on aura toujours 
X = 1 . 

7 . Comme entre les neuf indéterminées Ç", »', »", »*, C» C > C* 

y a essentiellement six équations de condition, on peut réduire toutes ces 
indéterminées à trois; et il suffirait d’y réduire les six Ç", »', Ç , 
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par le moyen des trois équations de condition 

£'• 4- £"’+*"> +-£'»=!, £T+»V+-Çr=°< 

puisque les trois autres £*", »”, Ç" sont déjà connues en fonctions de celles-là 
par les formules précédentes. 

Mais cette réduction se simplifie beaucoup en employant les sinus et 
cosinus d’angles ; on peut même y parvenir directement par les transforma- 
tions connues des coordonnées. 

lin effet, puisque £, a, £ sont les coordonnées rectangles d’un point quel- 
conque du corps, par rapport à trois axes menés par son centre parallèle- 
ment aux axes fixes des coordonnées x,y, s, et que a, b, c sont les coor- 
données rectangles du même point par rapport à trois autres axes passant 
par le même centre, mais fixes au dedans du corps, et, par conséquent, de 
positions variables à l’égard des axes des £, », il s'ensuit que, pour avoir 
les expressions de £, », £ en a, b, c, il n’y aura qu’à transformer, de la ma- 
nière la plus générale, ces coordonnées dans les autres. 

Pour cela, nous nommerons te l’angle que le plan des coordonnées a, b 
fait avec celui des coordonnées £, »; et 4 l’angle que l’intersection de ces 
deux plans fait avec l’axe des £ ; enfin nous désignerons par <p l’angle que l’axe 
des a fait avec la même ligne d’intersection : ces trois quantités a, 4 , <P ser- 
viront, comme l’on voit, à déterminer la position des axes des coordonnées 
«, b, c, relativement aux axes des coordonnées £, », £, et, par conséquent, 
on pourra, par leur moyen, exprimer ces dernières en fonction des autres. 

Si, pour fixer les idées, on imagine que le corps proposé soit la terre, 
que le plan des a, b soit celui de l’équateur, et que l’axe des a passe par un 
méridien donné; que, de plus, le plan des £, » soit celui de l’écliptique, et 
que l’axe des £ soit dirigé vers le premier point d’Aries : il est clair que l’an- 
gle ce deviendra l’obliquité de l’écliptique; que l’angle 4 sgra la longitude 
de l’équinoxe d’automne, ou du nœud ascendant de l’équateur sur l’éclip- 
tique, et que <p sera la distance du méridien donné à cet équinoxe. 

En général, tp sera l'angle que le corps décrit en tournant autour de l’axe 
des coordonnées c, axe qu’on pourra, à cause de cela, appeler simplement 
l’fl.rc du corps; 90° — a sera l’angle d’inclinaison de cet axe sur le plan fixe 
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des coordonnées £, »; et 4 — <jo° sera l'angle que la projection de ce meme 
axe fait avec l’axe des coordonnées £. 

Cela posé, supposons d’abord que l'on change les deux coordonnées a, h 
en deux autres a , b', placées dans le meme plan, de telle manière que l’axe 
des a soit dans l’intersection des deux plans, et que celui des b' soit per- 
pendiculaire à cette intersection ; on aura 

a = a cos® — b sin ®, //= b cos ® -+- « sin ®. 

Supposons ensuite que les deux coordonnées b' , c soient changées en 
deux autres h ", c dont l’une b" soit toujours perpendiculaire à l’intersec- 
tion des plans, mais soit placée dans le plan des Ç, », et dont l’autre c' soit 
perpendiculaire à ce dernier plan; on trouvera pareillement 

b" = b' cos» — c sin ai, c'= c cos» -+- A'sin». 

Enfin, supposons encore que l’on change les coordonnées a', b 1 " qui sont 
déjà dans le plan des Ç, », en deux autres a", b m , placées dans ce même 
plan, mais telles, que l’axe des a" coïncide avec l’axe des £; on trouvera de 
la même manière 

a” ■=. a cos 4 — A^sin^î b" ■=. b" eos^ ”1“ a’ sin 4- 

Et il est visible que les trois coordonnées a" , b m c’ seront la même chose 
(jue les coordonnées £, », £, puisqu'elles sont rapportées aux mêmes axes; 
de sorte qu’en substituant successivement les valeurs de a\ b b', on aura 
les expressions de £, », Ç en o, b, c, lesquelles se trouveront de la même 
forme que celles de l’art. 1 , en supposant 

Ç’ = cos ® cos 4 — sin ® sin if cos », 

Ç* = — sin ® cos 4 — cos ® sin 4 cos a, 

% m = sin 4 sin», 

»' = cos ® si» 4 -t- sin ® cos 4 cos », 
m” — — sin ® sin 4 -H cos ® cos 4 cos ». 

»* = — cos 4 sin», 

Ç' = sin ® sin », 

— cos ® sin », 

C tff • 

= COS 
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Ces valeurs satisfont aussi aux six équations de condition de l’art. 5, 
ainsi qu’à celles de l’art. 5, et résolvent ces équations dans toute leur éten- 
due, puisqu’elles renferment trois variables indéterminées $, 4> ai. 

En substituant ccs valeurs, les expressions des coordonnées g, x, £ de- 
viennent plus simples; mais il est utile d'y conserver les coefficients g’, /, 
£', etc., pour maintenir la symétrie dans les formules et en faciliter les 
réductions. 

8. Comme les quantités g’, it', £' sont des valeurs particulières de g, x, 
elles doivent satisfaire aussi aux équations différentielles de l’art. 1 entre ces 
dernières variables; ainsi on aura 

— <ix'= £V/N — £'dL, dÇ'=n'dL — g'rfM, 

et l'on aura de même 

Ç'rfM — x'rfN, rfx*= Ç't/N — Ç*dL, xVL — frfM, 

Ç"rfM — n m d N, d* m = g w rfN — Ç'VL, x"rfL — 

De là on peut tirer facilement les valeurs des quantités d L, zfM, rfN en 
fonctions de g’, x’, £*, g", etc. En effet, si l’on ajoute ensemble les valeurs 
de dÇ', dÇ", dÇ m , après les avoir multipliées par x', x", x*, on aura, en 
vertu des équations de condition, 

dL = »'d Ç h- xVÇ' xVÇ"'. 

On trouvera de meme, en multipliant rfg', </g" , efg w par et rfx', 

rf»', rf« w par g', r. 

= £Vg'- f. £Vg"-|- 

rfN = g'rfx' -+- g 1 Vx" -H g m <fx n . 

Ayant ainsi les valeurs de «fL, efM, r/N en fonctions de £', Ç*', etc., 

si l’on y substitue les valeurs de ces dernières quantités en fonctions des 
angles <p, 4> » (art. 7), on aura, après les réductions, ces expressions assez 
simples, 

d L = sin 4 sin oxfç -t- cos 4 du, 
f/M = — cos 4 sinoirfp -t- sin y du. 

• rfN = cos udç ■+■ d-t- 
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9. 1,’axe autour duquel le système peut tourner en décrivant l’angle <p, 
et dont la position dépend des deux angles 4 et a, est supposé fixe dans le 
système et mobile dans l'espace; mais nous avons vu, dans la sect.’ III de la 
1" partie (art. Il, 12), qu’il y a toujours un axe autour duquel le système 
tourne réellement dans chaque instant, et que nous avons nommé axe in- 
stantané de rotation. On peut déterminer aussi la position instantanée de cet 
axe, ainsi que l’angle élémentaire de la rotation, par des angles analogues 
aux angles 4i "1 et que nous désignerons par 4> car 1** expres- 
sions de rfL, d M, dN étant générales pour telle position qu’on veut de l’axe 
de rotation <p, elles auront lieu aussi pour l’axe instantané de rotation en y 
changeant 4, <a, <F en 4* ®, <p\ mais comme la propriété de ce dernier axe 
est d’être immobile pendant un instant, il faudra que les différentielles d 4, 
du, dues au changement de position de cet axe, soient nulles. De sorte qu '011 
aura pour l'axe dont il s’agit . 

sin 4 sin udz = </],, 
cos 4 sin«</$ = — r/M, 


d’où l’on tire 


cos ad $ — r/N ; 

d? — \/dÏJ -h dM' + dW; 


c’est l'angle de la rotation instantanée que nous avons dénoté par r/9 dans 
l’endroit cité de la I™ partie. 

On aura ensuite la position de cet axe par les deux angles a et 4; mais, 
pour le rapporter aux axes fixes des Ç, », £, il suffit de considérer qu'ayant 
pris Taxe des c pour l’axe de rotation, on a pour tous les points de cet axe 
a = o, b — o; donc, si l’on désigne par f, », Ç les coordonnées qui ré- 
pondent au point où c = 1 , et qui sont en même temps les cosinus des angles 
que l’axe de rotation fait avec les trois axes des £, », £, on a, par les for- 
mules de l'art. 8, 





En effet, ces valeurs de £, », Ç rendent nulles celles de leurs différen- 
tielles, comme on le voit par les formules de l’art. I , ce qui est la propriété 
Méc. anal. II. *5 
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de tous les points de l’axe instantané de rotation, et par laquelle nous avons 
déterminé cet axe dans la sect. III de la I" partie. 

On voit par là que les quantités rfL, rf.M, dS répondent exactement aux 
angles de rotation que nous avons dénotés par d-l, da, d<$, dans la section 
ipie nous venons de citer, et que nous avons conservés dans la seet. III ci- 
dessus. 

10. Si, maintenant, on substitue ces mêmes valeurs de $, a, £ dans les 
expressions générales de a, b, c de l’art. ü>, à la place de £, », Ç, on aura les 
valeurs des coordonnées a, b, c, qui répondent à l’axe instantané de rota- 
tion, et que nous désignerons par a, b, c. Ainsi, en faisant, pour abréger, 

dP = g' rfL -t- r' dM h- Ç </N, 
dQ = Ç* dlj -f- k" rfM -t-Ç'rfN, 
rflt = Z"d\, -t- n" dSi -t- IfrfN, 
ce qui donne, par les équations de condition de l’art. 

dP* -+- rfQ* + rfR* = dW + f/M* -t- rfS* = dÿ , 


un aura 





expressions entièrement semblables à celles des £, », £, dans lesquelles on 
voit que les quantités d P, dQ, </R (*) répondent aux quantités dh, rfM, r/.\ . 
Et ces valeurs de a, b, c seront pareillement les cosinus des angles que 
l’axe de rotation fait avec les axes des coordonnées a, b, c. 


1 1. Pour avoir les valeurs de r/P, dQ, r/R exprimées par les variables 
g', C’ S*’ etc -» il ne s’agira que de substituer à la place der/L, d M, d N les 
valeurs données dans l’art. 8. Mais, pour obtenir les formules les plus simples, 
il conviendra de mettre ces dernières valeurs sous la forme suivante, qui est 


(*) II faut bien remarquer que Lagrange définit ici les quantités dV , d Q, r/H , sans s'inquiéter de 
sa\oir si les expressions auxquelles il donne ce nom sont intégrable*, en sorte qu’il n’existe, eu réa- 
lité, aucune fonction des variables actuelles qui puisse représenter P, Q, U. Celte remarque est essen- 
tielle pour l'intelligence de l’art, Ili, page 199. {/. Bertrand.', • 
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équivalente ii celle de l’article cité en vertu des équations de condition don- 
nées art. 5, 

xd\. = *'dÇ +- n"dC ■+■ SdÇ* - Çd*' - C*”" ~ C ,l ' m ’ 
arfM = ÇdÇ'-h fdt”- 1 - (Vf- %’dÇ — Z'dC—V-dC’ 
xd$=%'d*' + ?dw m -+- g*V»* — *'</£' - «'rfg' - «Vf. 

On aura ainsi, en substituant et ordonnant, les ternies 

■xdV = {gV_ * 'Z”)dÇ”-t- (g'*"- «'Ç p )rfÇ* 

+w-?cw+(ce m -?o d ' m 

-h^'c—c-w-h («'ç*— çwr. 

ce qui se réduit, par les formules de l’art. 6, à 

2 rfP= f'rfÇ*— ÇVÇ*-4- «»*'— »V,*+ Ç'rfÇ*’— g'rfg», 

et enlin par les trois équations de condition de l’art. 5, différentiées, il cette 
expression simple, 

</P = fvr+ «•</«'+(*<; 
et l'on trouvera, de la même manière, 

</R = g'rff -h frf*' -+- CdÇ. 

Ktsi l’on substitue pour f, g", g w , etc., leurs valeurs en aJ, <«>, P de l'art. 7, 
on a, après quelques réductions, 

d P = sin? sin ud4 -t- cos tda>, 
rfQ = cos? sin ùi(14 — sin ?rf«, 
rfR = rf? -4- cos end-4- 

12. Il est facile de se convaincre que ces valeurs de a, b, c rendent éga- 
lement nulles les différentielles des coordonnées f n , Ç; car en différentiant, 
et faisant rfg = o, rf* = o, rf£ =*= o dans les formules de l'art. 1; changeant 
ensuite a, b, c en a, b , c, pour les rapporter à l’axe instantané de rotation, 

35 . 
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on a les trais équations : 


ad%' -f- bd%' -+- cdl m = o,' 
adti' 4- bd*" 4- cd> i w = o, 

àdÇ+bdC+~cdC=°. 

En les ajoutant ensemble, après les avoir multipliées successivement par 
C> P 31- "*» C> et P ar Ç"* et ayant égard aux équations de 

condition de l’art. 2, on a 

b(?dZ'-h *'d*"-+- Ç'dC) -+- c(Ç'dZ m -h *'d* m + Ç'dÇ") = o, 

â(gVÇ'-H n'd*'+ Ç'dr , )+ï(S' , dS m + a Va* +C d C) = 

« a*r/a'-f- ^r/^) fc(Ç'*r/f 4- a w rf»" 4- C d O = °- 

En ayant ensuite égard aux trois autres équations de condition de l’art, o, 
et supposant les valeurs de r/P, dQ, r/R données ci-dessus, ces trois équa- 
tions deviennent 

cdQ — Âr/R — o, ar/R — cd P o, bd P — adQ — o, 

auxquelles satisfont évidemment les valeurs de a, b, c données ci-dessus. 

13. De même que les quantités d I,, r/M, d i\ servent à exprimer d’une 
manière uniforme les différentielles des quantités £', etc., comme on 

l’a vu dans l’art. 8, on peut aussi exprimer ces différentielles par les quan- 
tités d P, dQ, r/R. 

En effet, si l’on prend les trois équations 

S'rfÇ' 4- /d*’ 4- ÇdÇ = o, 

É'rfÇ' 4- /</»' + ('<= r/R, 
r^Ç'4- n m d* 4- ^d^'=-dQ, 

et qu’on les ajoute ensemble après les avoir multipliées successivement par 
Z' , par a', »t", n w , et per £', on aura tout de suite, par les 
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équations de condition de l’art, o, 

d? = ÇVR - VdQ, 
du! — it"r/R — n""rfQ, 
dÇ^ÇdR — Ç m dQ. 

De même, les trois équations 

+ /d,"+çdr = — </ r , 

ÇVÇ'-t-it'rfa*- 1- = o, 

ç , vç'-i-i.'v« ff -t- c d C= dl ^ 

étant multipliées successivement par Ç", Ç", f**, >i", h", et par £", Ç", 

et ensuite ajoutées ensemble, donneront, par les mêmes équations de condi- 
tion, • 

dt"=Z m dV - S'rfR, 

dtt" — » w nfP — a"</R, 

£» f /P _ £ V/R 

Enfin les équations ’ 

Ç'rf?" -t- -+- Ç'^C = <*Q. 

çvf" -h .v»"" ç"d'C = — <ip, 

% m dl m ->r n m dn”-+- C d C = °- 

donneront de la même manière, 

d^ u =^'dQ — ^dP, 
d* m = it'dQ - n'dP, 
d'C — C^Q — ÇdP. 

14 . Par le moyen de ces formules, on peut représenter, d’une manière 
tort simple, les variations des coordonnées £, a, lorsqu'on veut consi- 
dérer à la fois le changement de situation du système autour de son centre, 
et le changement des distances mutuelles des points du système. Pour cela, 
il est clair qu'il faut difîérentier les expressions de Ç, it, Ç, en regardant en 
même temps comité variables toutes les quantités £’, etc., ainsi 
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que a, h, e, ce qui donne 

«/P — ad%' -I- bd Ç " -f- cd% m +- % du -+- db -+• %"de, 

</« =s adn -+- Ma" -+■ cdx m H- * da -+• n" e/b ■+■ 11 de , 

MÇ* -t- crf£" -H l'da -+- Ç'dft -+- £"dr; 

substituant les expressions «le «/£’, d «' , rfÇ', rff", et«'. , «|u’on vient de 
trouver, et faisant, pour abréger, 

da = du -t- cdQ — bd R, 
db' =db -t- ad R — celP , 

de' — de -h bd P — «rfQ, 
on aura ces formules différentielles très-simples , 

d$; = % da ' -+- db'- f- % m dc', • 

dn = ti'da' -+- *"db' ■+■ tt m dc', 

= Çda' -t - £"«/// -+- £ w «fc'. 

Kt si l'on .différent» ces expressions, «|u’on y substitue de nouveau 
pour </£', du', dÇ', «/£", etc., les valeurs trouvées ci-dessus , et qu’on 
fasse encore, pour abréger, 

rfV= d*a'-h dc'dQ — db'e/R, 
d'h” = d'b'-h da'dR — dc'e/P, 
d’e ' = d'e' -h e/b'dP — da'dQ , 
on aura les différentielles secondes , 

rfS = «'(/'a'+i'ifJ' -t- *W, 

Ç'rf’a" -t- + ÇW. 

On voit que ces différentielles premières et secondes sont semblables 
aux expressions finies de £, s, Ç (art. I), et que les quantités Ç', 

Sj", etc., y entrent de la même manière; il en serait de même des différen- 
tielles de tous les autres ordres, ce qui rend l’emploi des quantités e/P, 
d Q, e/R très-avantageux dans les calculs relatifs à la rotation. 
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15 . Mais il y a une remarque importante à faire sur l'emploi «le ces 
quantités; c'est que quoiqu’elles se présentent sous la forme différentielle, 
on se tromperait en les traitant comme telles clans les diflérentiations rela- 
tives à la caractéristique S. Ainsi il n'est pas permis de changer simplement 
Sc/P en c/SP, etc., dans la valeur ST. 

Nous observerons d’abord que rien n'empêche de changer dans les for- 
mules différentielles de l'art. 15 , la caractéristique d en S, ce qui introduira 
dans les valeurs des variations 5g', Su', SÇ, et;", etc., les trois indétermi- 
nées i P, SQ, SR, qui serviront à réduire toutes ces variations à trois arbi- 
traires. 

Ainsi ayant trouvé (art. 15 ) 

dP r= g*rfg*4- «V + 

on aura de même, en changeant d en 4, 

SP = g"Sg" -+- £*S£", 

et ainsi des quantités c/Q, d R, cpii deviendront SQ et 4 R. 

Maintenant 011 aura, eu différentiant d P suivant s, 

idp = Tor/r-f- •**«<■'-»- sed?, 

et en différentiant SP par d, 

d SP = g-VSg'-t- n"di»”+ Ç'VSÇ'-f- d?” Sg'-H c/» w S»"-H c/ff<5£". 

Mais Sc/g", idn" , 5dC sont la même chose que dit;" , d in", diÇ", parce 
cpte les quantités g", n", £" sont des variables finies; donc on aura 

idP - c/SP = Sg *«/g"4- Wdn "- h S£”VC 
_ ,/g'%:ç"_ c/*"Si." - c/ç'qç". 

Substituons pour c/g", c/it", c/£" et dg w , c/s”, «/£’" leurs valeurs en c/P, 
c/Q, c/R (art. 21), et pour Sg", Su", 8£", Sg”, Su", S£'" les valeurs ana- 
logues qui viennent du clumgenient de la caractéristique d en il, on aura, 

par les équations de condition de l’art. 2, 

• 

iÇ"dZ"+ S» '%/*"-(- iÇ m dÇ”= - 3Q</K , 
c/g w Sg" 4- c/a*Sa" 4- dÇ” SÇ" = - c/Q SU ; , 
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donc 

WP = dêP -+- dQSH - rfRÎQ. 

Kt par un l'alrul semblable, on trouvera 

odQ = diQ -(- r/RSP — rfPèH, 
WR = do R -+- dV 8Q — i/Q2P. 


In m* termine ce que Ton a pu trouver d'entièrement achevé tur le mouvement de rotation, dan» 
1rs manuscrit» de M. Lagrange. Nous nous proposons de continuer ce chapitre avec les paragraphes 
de l'ancienne édition, en profitant de plusieurs changements indiqués dans l'exemplaire de M. La- 
graqge. Nous renfermerons dans une Note placée à la fin du volume quelques fragments relatifs à ce 
sujet, qui devaient servir de matériaux à un paragraphe sur les équations generales du mouvement 
de rotation d’un système quelconque de corps; ils sont dans un état trop incomplet pour entrer dans 
le texte, et cependant les géomètres regret feraient de ne pas les connaître. 

| { S otc de g éditeurs de la deuxième édition. ) 


$11. — Equations pour le mouvement de rotation d'un corps solide, 
animé par des forces quelconques . 

IB. Nous venons de voir, dans le paragraphe précédent, que quelque 
mouvement que puisse avoir un corps solide, ce mouvement ne peut dé- 
pendre que de six variables, dont trois se rapportent an mouvement d’un 
point unique du corps, que nous avons appelé le centre du système (*) et 
dont les trois autres servent à déterminer le mouvement de rotation du corps 
autour de ce centre. I)’où il suit que les équations qu’il s’agit de trouver 
11 e peuvent être qu'au nombre de six au plus; et il est clair que ces équations 
peuvent jiar conséquent se déduire de celles que nous avons déjà données 
dans la seet. III, $$ I et II, lesquelles sont générales pour tout système de 
corps. Mais pour cela il faut distinguer deux cas, l’un quand le corps est tout 
à fait libre, l’autre quand il est assujetti à se mouvoir autour d’un point fixe.’ 

17. Considérons d’abord un corps solide absolument libre ; prenons le 
centre du corps dans son centre même de gravité, et nommant x’ , y 1 , z les 
trois coordonnées rectangles de ce centre ; m la masse entière du corps , 

(*) On lit (Uns 4a première édition: le centre du corps. (/. Bertrand.) 
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Dm chacun de ses éléments, et X, Y, Z les forces accélératrices qui agissent 
>ur cet élément, suivant les directions des mêmes coordonnées; nous aurons 
en premier lieu ces trois équations (sect. III, art. 5), 

-jp m -f- SX Dm — o, 

jp m -t- SY D/« = o, 

-jp m ■+■ Sa D/m = o, 

dans lesquelles la caractéristique S dénote des intégrales totales re!ati\es à 
toute la masse du corps; et ces équations serviront, comme l’on voit, à 
déterminer le mouvement du centre de gravité. 

En second lieu, si I on désigne par £, n, Ç les coordonnées rectangles de 
chaque élément Dm, prises depuis le centre de gravité, et parallèles aux 
mêmes axes des coordonnées x , y' , z de ce centre, on aura ces trois autres 
équations (section citée, art. 12 ), 

Dm = o, 

S (*S-CÏ + ? Z -ÇX) D m = o, 

' s ("a?-cS? + » z -c Y ) D «=°. 

t )r nous avons prouvé, dans le paragraphe précédent, que les valeurs des 
quantités Ç, r, £ sont toujours de cette forme, 

ç =«?'+*?* +cr, 

u = ati' -(- bn" cr w , 

et nous y avons vu que, pour les corps solides, les quantités a, b, c sont 
nécessairement constantes par rapport au temps, et variables uniquement 
par rapport aux différents éléments Dm, puisque ces quantités représentent 
les coordonnées rectangles de chacun de ces éléments, rapportées à trois axes 
qui se croisent dans le centre du corps, et qui sont fixes dans son intérieur; 
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«{u’hii contraire, les quantités {*', {*', etc., sont variables par rapportait 
temps, et constantes pour tous les éléments du corps, ces quantités étant 
toutes des fonctions de trois angles p, 4, qui déterminent les différents 
mouvements de rotation que le corps avait autour de son centre. Si donc 
on fait, dans les équations précédentes, ces différentes substitutions, en ayant 
soin de faire sortir hors des signes S les variables p, 4 , “ et leurs différences, 
on aura trois équations différentielles du second ordre entre ces mêmes va- 
riables et le temps f, lesquelles serviront à les déterminer toutes trois en 
fonctions de t. 

Ces équations seront semblables à celles que M. d’Alembert a trouvées 
le premier, pour le mouvement de rotation d’un corps de figure quelconque, 
et dont il a fait un usage si utile dans ses recherches sur la précession des 
équinoxes. 

Par cette raison, et parce que d’ailleurs la forme de ces équations n’a pas 
toute la simplicité dont elles sont susceptibles, nous ne nous arrêterons pas 
ici à les détailler; niais nous allons plutôt résoudre directement le problème, 
par la méthode générale de la sect. IV, laquelle donnera immédiatement les 
équations les plus simples et les plus commodes pour le calcul. 

18. Pour employer ici cette méthode de la manière la plus générale et la 
plus simple, on supposent, ce qui est le cas de la nature, que chaque parti- 
cule Dm du corps soit attirée par des forces P, Q, R, etc., proportionnelles 
à des for.ctions quelconques des distances p, fj, r, etc., de la même particule 
aux centres de ces forces, et en formera de là la quantité algébrique 

TI = /( P (lp -t- Qflq -f- R <b -f- . . . ) . 

On considérera ensuite les deux quantités 

T - S B», V = Sn Dm. 

en rapportant la caractéristique intégrale S uniquement aux éléments \)m 
du corps, et aux quantités relatives à la position de ces éléments dans le 
corps. 

On réduira ces deux quantités en fonctions de variables quelconques, £, 
4» P, etc., relatives aux divers mouvements du corps, et l’on en formera la 
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formule générale suivante (sect. IV, art. 10 ), 

£r _ a t a\ ' 

H ' 5 j 

5T _ 5T 

di fi oy 

(, dT dT dV' 


ao3 


o = 


S)** 

$•)« 

dV\j 


6<p 


Si les variables £, 4 » <P, etc., sont, par la nature du problème, indépen- 
dantes entre elles (et l’on peut toujours les prendre telles qu’elles le soient), 
on égalera séparément à zéro les quantités multipliées par chacune des varia- 
tions indéterminées ?4> *®« etc., et l’on aura ainsi autant d'équations 
entre les variables £, 4. ®> etc. , qu’il y aura de ces variables. 

Si les variables dont il s’agit ne sont pas tout à fait indépendantes, mais 
qu’il y ait entre elles une ou plusieurs équations de condition, on aura, par 
la diiTérentiation de ces équations, autant d'équations de condition entre les 
variations S£, 5 4> etc., par le moyen desquelles on pourra réduire ces 
variations à un plus petit nombre. 

Ayant fait cette réduction dans la formule générale, on y égalera pareille- 
ment à zéro chacun des coefficients des variations restantes; et les équations 
qui en proviendront, jointes à celles de condition données, suffiront pour 
résoudre le problème. 

Dans celui dont il s’agit ici, il n’y aura qu’à faire usage des transforma- 
tions enseignées dans le paragraphe précédent. Ainsi on substituera d'abord 
•r -t-S, y' -h w, z'-+- Ç, au lieu de x, y , z; ensuite b% v ■+■ ci,", 

a/ -t- bu" 4- oi", aÇ’~ l- bÇ" - 1- cÇ m , au lieu de $, », Ç (art. I); enfin, met- 
tant pour Ç', »', etc., leurs valeurs en <p, 4 , » de l’art. 7 , on aura les quan- 
tités T, V exprimées en fonctions des six variables indépendantes x', y', z , 
®, 4) «» à la place desquelles on pourra encore, si on le juge à propos, en 
introduire d’autres équivalentes; et chacune d’elles fournira, pour la déter- 
mination du mouvement du corps, une équation de cette forme, 



5T 5 V 

57 ^ 57 “°’ 


a étant une de ces variables. 
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19 . Commençons donc par mettre dans l’expression de T, à la place de 
jc, y, z, ces nouvelles variables .r'-f- £, y ' -+- », £, et faisant sortir hors 

du signe S les x ' , y', z', qui sont les mêmes pour tous points du corps, 
puisque ce sont les coordonnées du centre du corps, la fonction T deviendra 




D/n 


f/.r'S//; I) ni ■+. tly'S/infim -f- rlz'SrlÇDm 

d? 


(jette expression est composée, comme l’on voit, de trois parties, dont la 
première ne contient que les seules variables x',y', z', et exprime la valeur 
de T dans le cas où le corps serait regardé comme un point. Si donc ces 
variables sont indépendantes des autres variables », £, ce qui a lieu lors- 
que le corps est libre de tourner en tous sens autour de son centre, la for- 
mule dont il s'agit devra être traitée séparément, et fournira pour le mou- 
vement de ce centre les mêmes équations que si le corps y était concentré ; 
ainsi cette partie du problème rentre dans celui que nous avons résolu dans 
les sections précédentes, et auquel nous renvoyons. 

I,a troisième partie de l’expression précédente, celle qui contient les diffé- 
rences clx’, dy' , dz' , multipliées par les différences d%, du, d'£, disparaît 
d’elle-fnême dans deux cas : lorsque le centre du corps est fixe, ce qui est 
évident, parce qn'alors les différences dx' , dy' , dz' des coordonnées de ce 
centre sont milles ; et lorsque ce centre est supposé placé dans le centre même 
«le gravité du corps, car alors les intégrales Sz/ÇD/n, Sz/»D/n, Sz/£D/« de- 
viennent milles d'elles-mèmcs. Enelfèt, en y substituant pour </Ç. </», dÇ leurs 
valeurs ad% -f bd? cd%" , adn' +■ bd*' + cd» m , adÇ- h bdÇ-y cdÇ" 
(article précédent), et faisant sortir hors du signe S les quantités <7Ç', 
dZ", etc., qui sont indépendantes de la position des particules dm dans le 
«’orps, chaque terme de ces intégrales se trouvera multiplié par une «le ces 
trois quantités, SziD/n, S/zD/n, Se I)/«; or, ces quantités ne sont autre 
chose «jue les sommes des produits de chaque élément dm, multiplié par sa 
distance à trois plans passant par le centre du corps, et perpendiculaires aux 
axes des coordonnées a, b, c; elles sont donc nulles, quand ce centre coin- 
eide avec celui de gravité de tous les Corps, par les propriétés connues de ce 
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dernier centre. Donc aussi les trois intégrales Se/ÇDm, Sf/»D/«, Sr/fD/w 
seront nulles dans ce cas. 

Dans l’un et dans l’autre cas , il ne restera donc à considérer dans l'ex- 
pression T, que la formule S j Dm, qui est uniquement 

relative au mouvement de rotation que le système peut avoir autour de sou 
centre, et qui servira par conséquent à déterminer les lois de ce mouvement, 
indépendamment de celui que le centre peut avoir dans l’espace. 

20. Pour rendre la solution la plus simple qu’il est possible, il est à 
propos de (aire usage des expressions de d dit, dÇ de l’art. 1 i, lesquelles 
donnent, en faisant da — o, db — o, de = o, 

</£ 3 -+- d*' + dÇ = (cdQ — bd R)’ -+- (ad H — cdP) 1 
-h (bd P — rw/Q) 3 = (/> 3 -+- c 3 )r/P 3 -t- (a 1 -+- c 3 ) r/O 3 
-J- (a 3 -H b 1 ) r/R 3 — airr/Qr/R — xactiPd II — -x rr/rr/Pr/Q. 


Or, les quantités a, b, c étant iei les seules variables, relativement à la 
position des particules l)m dans le corps, il s'ensuit que pour avoir la valeur 
de S (r/Ç 3 -t~ du 3 -H r/£ 3 ) Dm, il n'y aura qu’à multiplier chaque terme de la 
quantité précédente par Dm, et intégrer ensuite relativement à la caracté- 
ristique S, en faisant sortir hors de ce signe les quantités d P, r/Q, r/R qui 

en sont indépendantes. Ainsi la quantité S ^ 

Ar/P* -+- B./O* -t- CrifK* Fr/Qr/R 


D»/ deviendra 


B r/Q* - 
2 d? 


O r/1 V R f- Hr/Pr/Q 

~d? ’ 


en faisant, pour abréger, 

A = S(A 3 +c*)D/h, B = S(fl 3 + c‘)Dffi, C=S(«’ + /r’)Dw, 

K = SkDm, G= SacDm, Il = Srr/>D//r. 

Ges intégrations sont relatives à toute la niasse du cofps, en sorte que 
A, B, C, F, G, H doivent être désormais regardées et traitées comme des 
constantes données par la figure du corps. 

21. Si l’on fait, pour plus de simplicité, 

r/P r/O r/R 

Ht ~ P’ HT — 7/7 = r ’ 
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on aura, en ne considérant Hans la fonction T que les termes relatifs au 
mouvement de rotation, 

T= ^ (A/>* -+- Br / 1 -+- C r’) — .F r/r — G pr — H ptp, 

ainsi T n’étant fonction que de p, r/, r, on aura, en différentiant selon <S, 

d'[ r f/T f. r/T P 

S r — i? ir - 

Or, par les formules de l’art. Il, on a 

sin © sin -f- cos %>d<ù 

p = — h — 1 

cos © sin tad b — sin © d** 

? = — j t -- 

d s -f- cos oidtL 

r 5 Jt ’ 


donc (dt étant toujours constant) 

n = (Ç q -£p)s 9 + Ç!ÿ 

\ dp 1 tUf • J dr dt 

f dT . 

+ (dï 


dr . dr 

Sin a> H — cos f sin a H r- cos 


cos tp sin ù> -+- i 

rr 

dr 


(d T - r/T HT 

-r- sin a cos u -+- *- cos p cos tu r- sm ai 

\ dp 


( 


f/T 

—r- cos® 

dp 


d <1 

d'Y . \ à du 

dt/ 


\ âdd/ 

‘“fur 

) 


dÿàu 

~dT 


sm *) dt 


il où l’on aura sur-le-champ, pour le mouvement de rotation du corps, ces 
trois équations du second ordre, 
f/T 


d dr f/T f/T 

~dl Jf. ? •+■ JT, P 


dy 


T 9 ~ °» 


, /f/T,. f/T f/T N 

d. ^ — sm s sin « H — co» sin w -H- cos (.) J 

~3T~ 

, /f/T f/T . \ 

f/.^ 7 c°s ? -^ r ,m ? j 


7 ïj< 


f'f /1 • „ 

— sin p cos &> 


dt 

f/T f/T . 

—r cos a cos a r Sin 

dt) dr 


•)3 


«?\ 
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A l'égard de la quantité V, comme elle dépend des forces qui sollicitent 
le corps, elle sera nulle si le corps n’est animé par aucune force; ainsi dans 

ce cas les trois quantités -Xi seront milles aussi, et la seconde des 

* 0<j> oy c/w 

trois équations précédentes sera intégrable d’ elle-même; mais l’intégration 
générale de toutes ces équations restera encore fort difficile. 

En général, puisque V = SnDwi, et que n est une fonction algébrique 
des distances p, rj, etc., (art. 18 ), dont chacune est exprimée par 

\A* — /)* + ( J — gY -H* — W> 

en désignant par /, g, h les coordonnées du centre fixe des forces, il n’y 

aura qu’à faire dans la fonction n les mêmes substitutions que ci-dessus, et 

après avoir intégré relativement à toute la masse du corps, on aura l’ex- 

pression de V en p, 4* d' 0 * 1 l ° n tirera par la différentiation ordinaire 

. , , iV JV iV . « . II a rfV r/\ 

les valeurs ne — , -jti -s-» qui sont les memes que celles de -r y tt> -r- * 

oy d'y dw 1 * r/y tly rlt.> 

Comme ceci n'a point de difficulté, nous ne nous y arrêterons point ; nous 
remarquerons seulement que lc*> équations précédentes reviennent à celles 
que j’ai employées dans mes premières recherches sur la libration de la lune. 

22 (*). Quoique l’emploi des angles <p, 4, « paraisse être ce qu’il y a de 
plus simple pour trouver par notre méthode les équations de la rotation du 
corps, on peut néanmoins parvenir encore plus directement au but, et obte- 
nir même des formules plus élégantes et plus commodes pour le calcul dans 
plusieurs cas, en considérant immédiatement les variations des quantités 
d P, dQ, r/R données par les formules de l’art, là; savoir, 

SdP = diP -+- r/QJR — rfRJQ, 

SdQ— dSQ+ </RJP — </PJR, 

J</R = </JR •+- dPSQ — dQSP; 

substituant ces valeurs dans JT et mettant p, (j, r pour -S> on 


(*) Ce paragraphe est un de ceux qui n’ont pas été reproduits tels qu’ils étaient dans la première 
édition; les résultats auxquels on parvient sont absolument tes memes, mais la rédaction est simplifie» 
par le renvoi à Kart, lit qui ne $e trouve pas dans la première édition. (/. Bertrand.) 
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n-Ç(£ + ,n-*)) 

Quant aux termes relatifs à la variation de V, puisque V devient 
une fonction algébrique de Jj", etc., après la substitution de 

x' -+■ «Ç'-+- b%" cZ",jr’-{- aii'-t- bti” -j- c»", z'-+- a£'-f- bÇ" cÇ m , au 

lieu de .r, j, z, le signe intégral S n’ayant rapport qu’aux quantités a, b, c, il 
n’v aura qu’à différentier par J, et mettre ensuite pour S%', Sf;", etc., leurs 

valeurs en J P, J Q, JR ; ainsi, puisque t], = Çy, > j'„ = etc., on aura 
dans la même équation les ternies suivants provenant de JV : 

g ( r«5u-r<sQ) + ^(riP-?'«5R) 

-t- ^ (Ç'JQ - r«!P) +• ÿr (ji"JR - *"'JQ) -f- • • • • 

Donc enfin, rassemblant tous les termes multipliés par chacune des trois 
quantités JP, J Q, JR, on aura une équation générale de cette forme, 

o = (P)JP-t- (Q)JQ-t- (R) JR, 

dans laquelle 


/ — 

,= 'JP „ÏL r d } j g"' ^ 

di * dr d(j * dÇ” 

jj» d\ // d\ yft 

** df* K dl w * 7F — S 


w d \ 

" 7F 


» 

. r/T r/T w </V , </\ 

yf r/V çflit rM w vw r/V 

“^Tç* S 3j' — * 77 “ t 

/D , dr dT dT yff d\ f , d\ 

{H)= __ + ^__ 7 _ p ^ ç _ + , _ 
aV //\ y», //V „ii rf\ 

+ £ sç* — 6 — £ -gyr 
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Et, comme les trois quantités <5 P, <ÎQ, S R sont indépendantes entre elles, 
et en même temps arbitraires, on aura donc ces trois équations particulières 

(P)=o, (Q) = o, (R) = o, 

lesquelles, étant combinées avec les six équations de condition entre les 
neuf variables £*’, etc. (art. 5), serviront à déterminer chacune de ces 
variables. 

On peut mettre, si l’on veut, sous une forme plus simple, les termes de 
ces équations dépendants de la quantité V. Car, puisque V = StlDm, on 
aura (à cause que le signe S ne regarde point les variables Ç", etc. ), 


r$= s r$ D >». 


n d\ o n ^ 

” dJ = s * 37 Dto ’ etc - ; 


et comme n est une fonction algébrique de 

a Ç' -+- b^“ -+- c% m , ait'+Aii'+cii", «£' ■+■ bÇ” -h cÇ m , 
il est aisé de voir qu’en faisant varier séparément a, b, c, on aura 


y d n , itn » </ n 


* 37' + £ d?^ b 


nu dn 


W* + î 1F ! = C 


et ainsi de suite; de sorte qu’on aura, de cette manière, 


çm d\ ttr d\ yw d\ yr d\ » dX y» » , 
K rfj’'" 1 " dr," + ^ di;" s dt® " dÇ’“ 




c < rfv , rfV y , dX rn ym “ ’ 

+ J? 

a fdU dn\,. 

= S { C dï- a -dï) l)m ' 

, n d\ yr/ d\ w/ <A / //V d\ 

Z d 7 ’ + ” dï + t d?~” d? 


JV w rfV ^ </v 


c ( d n , »/n\ n 

= S \ a ~3U b ~dâ) D,W * 


Mais, si cette transformation simplifie les formules, elle ne simplifie pas 


Siée. anal. U. 
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le calcul, parce qu'au lieu de l'intégration unique contenue dans Y , ou en 
aura trois à exécuter. 

‘25. Lorsque les distances des centres îles forces au centre du corps sont 
très-grandes vis-à-vis des dimensions de ce corps, on peut alors réduire la 
quantité II en une série fort convergente de ternies proportionnels aux puis- 
sances et aux produits de «, fr, c, de sorte que l’intégration Sll I )/n n’aura 
aucune difficulté : c'est le cas des planètes, en tant qu'elles s’attirent mutuel- 
lement. 

Si la force attractive Pest simplement proportionnelle à la distance p, en 

sorte que P — kp, k étant un coefficient constant, le terme fP(/p de la fonc- 

er,, 

tion fl (art. 18) devient = -t > et, comme p est exprimé, en général, pat 

vV — /)’-*- (J— gT-t- (* — "/«)% en désignant par y) g, h les coordonnées 
du centre tles forces ; le terme dont il s’agit donnera ceux-ci : 

i [(*-/)'+ (J- g)' + (2- *)*]• 

Donc, substituant pour x,y, z leurs valeurs x' -t- Ç, y' -H », z'-t- multi- 
pliant par D m, et intégrant selon S, on aura, dans la valeur de V = Sri l)/n, 
les termes suivants : 

*1 (*'-/)* ■+* (r'-sY 4- (*'- A)*] S Dm + k(x' — /) SÇD/n 
-4- /t{y' — g) S»D/n k(z' — /t)S£T)/w -+- * S (£’ -+- »* -+- £’)D/n. 

Or, 

Ç=«g'-f- b?+cZ m , 
donc, 

SgD/n = Ç' Sa D/n -h g" Sfr D/n -+- £ w ScDn/, 
et ainsi des antres; et 

S(f+« , + nDm=S(fl*+P+ c’) Dm (art. a) 

sera égal à une constante que nous désignerons par E. 

Mais, si l’on prend pour le centre arbitraire du corps, son centre même 
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de gravité, on a alors 

SaD/» = o, S/iDm = o, ScD/n = o, 

comme nous l'avons déjà vu ci-dessus (art. 19). Ainsi, dans ce cas. la 
quantité V ne contiendra, relativement à la force dont il s’agit, que les 
termes 

; [(*' -/V + (J - g ) 1 ■+■ (*'- hy ] .-h i E; 

de sorte que toutes les différences partielles —,i i 'Li etc., seront nulles. 

D'où il s ensuit que l’effet de cette force sera nul par rapport au mouve- 
ment de rotation autour du centre de gravité. 

AF 

Et, comme l’expression précédente V, au terme constant — - près, est la 

même chose que si tout le corps était concentré dans son centre, auquel 
cas r — x' , y — y', z = z\ on aura, pour le mouvement progressif de ee 
centre, les mêmes équations que si le corps était réduit à un point ; car les 
différences partielles de V, relativement aux variables x', y', z' , seront les 
mêmes que dans cette hypothèse. 

Si l’on veut considérer le corps comme pesant, en prenant la force accélé- 
ratrice de la gravité pour l'unité, et l'axe des coordonnées z dirigé vertica- 
lement de haut en bas, on aura 

. P = i et p = h — z ; 

donc 

J'Pr/p = h — z — h — z' — aÇ ' — A£"-r£"; 

de sorte que la quantité V contiendra, à raison de la pesanteur du corps, 
les termes 

(h — 2 ')SD/« — £'SrtDm — ('S/d)m - £"SrDm. 

Ainsi, si le centre du corps est pris dans son centre de gravité, les termes 
qui contiennent les variables £", £', etc., disparaîtront , et, par conséquent, 
l’effet de la gravité sur la rotation sera nul, comme dam le cas précédent. 
La valeur de V, en tant qu’elle est due à la gravité, se réduira alors à 
(A — z’) S Dm, c'est-à-dire à ce qu’elle serait si le corps était réduit à un 

V 



1 1 y. 
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point, en conservant sa masse S Dm; donc aussi le mouvement de trans- 
lation du corps sera le même que dans ce cas. 


§ III. — Détermination du mouvement d'un corps grave de Jigure 

quelconque. 


2i. Ce problème, quelque difficile qu'il soit, est néanmoins un des plus 
simples que présente la Mécanique, quand on considère les choses dans 
l'état naturel et sans abstraction ; car tous les corps étant essentiellement 
pesants et étendus, on ne peut les dépouiller de l’une ou de l’autre de ces 
propriétés sans les dénaturer, et les questions dans lesquelles on ne tiendrait 
pas compte de toutes les deux à la fois, ne seraient par conséquent que de 
pure curiosité. 

Nous commencerons par examiner le mouvement des corps libres, comme 
le sont les projectiles; nous examinerons ensuite celui des corps retenus par 
un point fixe, comme le sont les pendules. 

Dans le premier cas on prendra le centre du corps dans son centre de 
gravité, et comme alors l'effet de la gravité est nul sur la rotation, ainsi 
qu’on vient de le voir, on déterminera les lois de cette rotation par les 
trois équations suivantes (art. -22) : 


(A) 


I , £f 

dp ,n ni 
~dt ' — r fnj— °’ 

i , dT 

i «■ — î— 


'h 

dt 

dt 


en supposant (art. 21) 


d P 

P=Tt' 


et 


dï f/T 

r ~dp P ~dr~°' 

f/T f/T 


f/Q 


'3 

dt 


T = -(A/j’-I- B r/ J •+- Cr’) — Vqr — (ipr — H pq. 


A l egard du centre même du corps, il suivra les lois connues du mouve- 
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ment des projectiles considérés comme des points ; ainsi la détermination de 
son mouvement n'a aucune difficulté, et nous ne nous y arrêterons point. 

Dans le second cas, on prendra le point fixe de suspension pour le centre 
du corps, et supposant les coordonnées z verticales et dirigées de haut en 
lias, on aura (art. 23) 

V = (a — z') SD/n — Ç"SoD/« — f'SMJm — Ç"Se Dm; 
d’où l’on tire 


= — SaD/w, = — SùDm, = — SrDm, 

"4 «4 

et toutes les autres différences partielles de V seront nulles; de sorte ipie les 
équations pour le mouvement de rotation seront (art. 22) 

f j*! 

i -# + 1 %-'%- rS4Dm + rScl>™-., 


B) 


A. 


AT 


\-ir + r w> - ? ScDm +O«D»» = 0. 


"P 

d JT 

— -4- p n ^ — ^"SaD/w -t- £S/>D/« = o. 

ih “ dq ‘ Ap s s 


les quantités S«l)m, SèDm, ScDm devant être regardées comme des 
constantes données par la figure du corps, et par le lieu du point de 
suspension. 

2S. I.a solution du premier cas, où le corps est supposé entièrement 
libre, et où l’on ne considère que la rotation autour du centre de gravité, 
dépend uniquement de l’intégration des trois équations (A). 

.Or, il est d’abord facile de trouver deux intégrales de ces équations ; car 

et qu ensuite on les 

ajoute ensemble, on a évidemment une équation intégrable, et dont l’inté- 
grale sera 

f* étant une constante arbitraire. 


n • » i • v . . ftT d T 

i . si on les multiplie respectivement par » 
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a". Si l’on multiplie les mêmes équations par p, q, r, et qu'on les ajoute 
ensemble, on aura celle-ci, 

, JT , dT . jt 
P d ' 7j7 1 d ’ ~7îq ^ rii !ir = °' 


laquelle, à cause que T est une fonction «le/;, q 
conséquent a 1 — dp -+- dq +■ dr est 
grale étant 


, r uniquement, et que par 
aussi intégrable, son inté- 


d T 


JT JT 

+ f i~, û,+ r 17 


— T = h 1 


h? étant une nouvelle constante arbitraire. 

• En mettant clans ces équations, an lieu de T, ^ leurs valeurs. 

on aura deux équations du second degré entre p, q, r , par lesquelles on 
pourra déterminer les valeurs de deux de ces variables en fonctions de la 
troisième; et ces valeurs étant ensuite substituées dans une quelconque des 
trois équations (A), on aura une équation de premier ordre entre t et la va- 
riable dont il s’agit ; ainsi on pourra connaître par ce moyen les valeurs de 
p, q, r en t. C’est ce que nous allons développer. 

Je remarque d'abord qu’on peut réduire la seconde des deux intégrales 
trouvées, à une forme plus simple, en faisant attention que, puisque T est 
une fonction homogène de deux dimensions de p , q, r, on a, par la propriété 
connue de ces sortes de fonctions, 



JT 


JT 


+ r dr 


= iT, 


ce qui réduit l'équation intégrale dont il s’agit à T = A 1 , laquelle exprime 
la conservation des forces vives du mouvement de rotation. 

Je remarque ensuite que comme la quantité 


/ dT 

dry 

/ <n dry / 

JT 

dT\ 


-î-ar) + 

v dr ' dp ) \ 

** 

i 

il 


est équivalente à celle-ci, 
(f’+ç’+r 1 ) 


dry 

dp ) 


/dry ( JT \ 3 | / JT JT dT y 

V3Ç7 + V ) J ~ \P H ~*i r ' ) 
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4 A’, 


ai 5 


en vertu des deux intégrales précédentes; on aura une équation diffëren- 

ii I 

tielle plus simple, en ajoutant ensemble les carrés des valeurs de d . j— > 
d.~, d . ^ dans les trois équations différentielles (A), équation qu'on 
pourra aussi employer à la place d’une quelconque de celles-ci. 

De cette manière la détermination des quantités p, q, r en t dépendra 
simplement de ces trois équations 


T = A*, 

dry ( dT \* /,iry 

w) + wr) + w ~ J ■ 


(-'• w )’ + (* %)'■ + ( rf - ï)' - 1/’ 1 !/>•■ +■ ï +■ - w. |, *•. 

dans lesquelles 

T = - (A p* -H B</* -t- Cr 1 ) — F qr — Gpr — H pq. 

Cette détermination est assez, facile, lorsque les trois constantes F, 
G, H sont nulles; car on a alors simplement 


T = ^ (\p* ■+■ IV+CO; 


donc 


d T . . 

7F = Ap ’ 


d T u dt ,, 

= B ?- 7F= Cr '> 


<lp ' ' dq 

de sorte que les trois équations à résoudre seront de la forme suivante . 
A p' -t- By* +Cr J = a A’, 

A>’-t- B* ? *+C*r*=/», 

A’iA'+B'i/a'+Crfr 1 ei , , j , , 

— ^ =y (/» +» +/•*) — 4 a*. 


Si donc on fait y» 1 -+• q' -t- r’ = m, et qu'on tire les valeurs de p, q, r de 


aifl 

«•es trois équations, 
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p 7 -+- q 7 -+- r* = u, 

\p* -t- Bry* -t-Cr* = a A*, 

A> j -h By-i-C*r , =/\ 

on aura 

2 _ IKZii— a/ l *(R + C)+/' 

P ~ (A — lt) (A — C) ’ 

,. a _ \cu->h'(K+c)-i-r 

!— (It — A) (B — C) ’ 

. ABu — aA'(A-i-B) -t-/' 
r — (C — A)(C — B) ’ 

ces valeurs étant substituées dans l'équation différentielle ci-dessus, le pre- 
mier membre <le cette équation deviendra, après les réductions, 

A’B* C’(4A* — f'u)du % 

( BC. u — a A* ( B -t- C) -t-/' J [ ACu — a A* ( A + C) +J r ] [ABu — a A* ( A B) -t- f r ^t t ’ 

et le second membre deviendra f x u — \h ' , de sorte qu’en divisant toute 
l’équation par f*u — 4 h' , et tirant la racine carrée, on aura enfin 
ABC du 

~ a ^a À’(B + C) +/'] [AC« — à h'{\ + C j AB ( A'+Bj+Z* ]’ 

d’où l’on tirera par l’intégration t en u, et réciproquement. 

27. Supposons maintenant que les constantes F, G, H ne soient pas 
milles, et voyons comment on peut ramener ce cas au précédent, au moyen 
de quelques substitutions. 

Pour cela, je substitue à la place des variables p, q, r des fonctions d’au- 
tres variables x, y , z, qu’il ne faudra pas confondre avec celles que nous 
avons employées jusqu’ici pour représenter les coordonnées des différents 
points du corps; et je suppose d’abord ces fonctions telles, que l’on ait 

p' + y , + r , = x l + /+s’. 

11 est évident que, pour satisfaire à cette condition, elles ne peuvent être 
que linéaires, et, par conséquent, de cette forme: 

p = p' x -+- p” y -f- p" s, q = q'x-hq"y + q m z, r =r'x -+- r"y ■+■ r" z. 
Les quantités p ’ , p" , p" , q', etc., seront des constantes arbitraires entre 
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lesquelles, en vertu de l’équation 

p* -+- r / 1 -f- r’ = .r’ -+- y* -+- z - , 

il faudra qu'il y ait les six équations de condition que voici : 

p'* +/’ = !, P +<r +/'=!, p mt +/ 

p'p”+q'(f+r'r'= o, p'p"'+q'q m -hr'r m =o, //+îV+rV'=°; 

de sorte que, comme les quantités dont il s’agit sont au nombre de neul, 
après avoir satisfait à ces six équations, il en restera encore trois d arbitraires. 

Je substituerai maintenant ces expressions de p, q, r dans la valeur de I , 
et je ferai en sorte, au moyen des trois arbitraires dont je viens de parler, 
(jue les trois termes qui contiendraient les produits xy , .rz, yz disparaissent 
de la valeur de T, en sorte que cette quantité se réduise à cette forme 

aï 1 4- êr’ 
a 

Mais, pour rendre le calcul plus simple, je substituerai immédiatement 
dans cette formule les valeurs de x, y, z en p, q, r, et comparant ensuite le 
résultat avec l’expression de T, je déterminerai non-seulement les arbitraires 
dont il s'agit, mais aussi les inconnues «, j3, y. Or les valeurs ci-dessus de p , 
q, r étant multipliées respectivement par p', q' , r' , par p ' , q " , r , et par 
p m , q" , r m , ensuite ajoutées ensemble, donnent sur-le-champ, en vertu îles 
équations de condition entre les coefficients p ' , p" , etc., 

•r = p'p ■+■ q' q -+- r' r, y =p"p +■ q v q r"r, z = p"’ p -+- q” q r r i 

. ai* -H Ûr* -t- yx* . I 

la substitution de ces valeuis dans la quantité — — > et la compa- 

raison avec la valeur de T de l'art. 25 donnera ainsi les six équations sui- 
vantes : 


ap ' 1 + 

£p°' 

-1- 

yp mt = 

A, 


«q' 1 -+• 

M"' 

-+- 

yq m ' = 

R, 


ar"‘ -+- 

jSr'* 


yr m ' — 

c, 


*q'r'-\- 

P q’r* 

-f- 

II 

£ 

& 

— 

F, 

ap'r' -+- 

ÏP’r" 

-t- 

yp m r m = 

— 

G, 

*p’q'- *■ 

PP"Ï 

'-h 

yp m q m = 

— 

H, 


qui serviront à la détermination des six inconnues dont il s'agit. 

Méc. anal. II. 
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Et cette détermination n’a même aucune difficulté; car si l’on ajoute 
ensemble la première équation multipliée par p , la sixième multipliée par q 1 , 
et la cinquième multipliée par r', on a, en vertu des équations de condition 
déjà citées, 

«p' = A p'— Hÿ'-Gr'; 

en ajoutant la deuxième, la quatrième et la sixième, multipliées respective- 
ment par q', r ' , p ' , on aura pareillement 

xq'=Kq' — Fr’— 11//; 

ajoutant enfin la troisième, la cinquième et la quatrième, multipliées respec- 
tivement par r', p\ q' , on aura 

ar'= Cr' — G p ' — F q'\ 

et ces trois équations étant combinées avec l’équation de condition 

/’+f+r”^ i, 

serviront à déterminer les quatre inconnues a, //, q', r' . 

Les deux premières équations donnent 


HG -t- K(A — a) , 
y ~ FH -M»(B — a) P » 


(A — «) (B — a) — H* , 
1*11 -t- G (B — *) P ’ 


substituant ces valeurs dans la troisième, ori aura, après avoir divisé par//, 
«ytte équation en a, 

(« — A) (« — B) (« — C) — F* (« — A) 

— G’ (a — B) — H* (a — C) -t- 2 FGH = o, 


laquelle, étant du troisième degré, aura nécessairement une racine réelle. 

Les mêmes valeurs étant substituées dans la quatrième équation, on en 
tirera celles de p', q', r' en a, lesquelles, en faisant, pour abréger, 

(*) = \/[( A — «) (B — et) — H J ]’-t-[HG-t-F(A— aj] , -n[FH-t-G(B— «)]’, 

seront exprimées ainsi : 

r l’ H -f- G ( B — «) / IH, 4* !■ (A — a) / (A — «) (B — a) — H* 

Si l’on fait de nouveau les mêmes combinaisons des équations ci-dessus, 
mais en prenant pour multiplicateurs les quantités p", q", r" à la place de 
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p , y\ r', ou en tirera ces équations-ci, 

fip" — A p” — H y" — G r", 
f3y" = B y* — Fr" — ttp", 

J9r" = Cr" — Gp" — Fy", 

<|ui, étant jointes à l’équation de condition p"* -+- y" 1 -+- r" 1 — i, serviront 
à déterminer les quatre inconnues fi, p", y", r"; et comme ces équations 
ne diffèrent des précédentes qu’en ce que ces inconnues y sont à la place 
des premières inconnues a, p\ y', /•', on en conclura sur-le-champ que l’é- 
quation en fl, ainsi que les expressions de p", y", r" en fi, seront les mêmes 
que celles que nous venons de trouver en a. 

Enfin si l’on réitère les mêmes opérations, mais en prenant p'", y", r" 
pour multiplicateurs, on trouvera de même les trois équations 

yp m = Ap"' — Hy m — • G r m , 
y/f"' = By" — F r m — H p m , 
yr m = Cr" —Gp m — F y", 

auxquelles on joindra l’équation p"* -+- y'"’ -+- r" 1 = i ; et, comme ces 
équations sont en tout semblables aux précédentes, on en tirera des conclu- 
sions analogues. 

On conclura donc, en général, que l’équation en « trouvée ci-dessus, aura 
pour racines les valeurs des trois quantités a, ji, y, et que ces trois racines, 
étant substituées successivement dans les expressions de p ' , y', r' en a, on 
aura tout de suite les valeurs de p', q' , r', de p" , y", r ", et de p'" , y"', r m \ de 
sorte que tout sera connu , moyennant la résolution de l’équation dont il s'agit. 

Au leste, comme cette équation est du troisième degré, elle aura toujours 
une racine réelle, qui, étant prise pour a, rendra aussi réelles les trois quan- 
tités p', y', r'. A l’égard des deux autres racines fi et y, si elles étaient ima- 
ginaires, elles seraient, comme l’on sait, de la forme 

b -h c y/ — i et b — c y/ — t ; 

de sorte que les quantités p ", y", r", qui sont des fonctions rationnelles de (9, 
seraient aussi de ces formes, 

rn -i- n y/ — 1 , m' + n' y/ — i, ni" «" ^ — i; 

38. 
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et les quantités p'\ q" , r m , qui sont de semblables fonctions de y, seraient 
des formes réciproques 

ni — n \/ — i , m' — n' — i , m " — n" y/ — i; 

donc l'équation de condition p" p m q" q m -4- r"r" = o deviendrait 

ni' -+■ n ” 4- m"’ n" 1 — o, 

et, par conséquent, impossible, tant que m, n, ni', n', m ", «" seraient 
réelles ; d'où il s’ensuit que fi et y ne peuvent être imaginaires (*). 

Pour se convaincre directement de cette vérité, d'après l'équation même 
dont il s'agit, je mets cette équation sous la forme 

_ T — F ’J “ — A) -f-G* (a — B) — aFGH . 

* (a — À) {« — B) — H* 

j'y substitue successivement, au lieu de a, les deux autres racines (S et y, et 
je retranche les deux équations résultantes l’une de l’autre; j'aurai, après les 
réductions et la division par |3 — y, cette transformée 

[(P — A) (,S — B) — H’J [(> — A) (7 — B) — H’] 

-+- (F’-t- C*)|3y — (AF S -+- BG 1 -»- aFGH) (j3 -+- y) 

-+- (F* h- G’) H’ -+- A* F 5 •+• B’G’-h aFGH (A -h B1 = o, 

laquelle est réductible à cette forme 

[03 - A) (f3 — B) - IF] [(y - A) (y — B) — H’ ] 

-+- [F(j3 — A) — GH] [F (y — A) — GH ] 

-t- [G (fi - B) - HF] [G (y — B) - HF] = o, 

qu'on voit être la même chose que l’équation (**) 

p"p m -+- q”q m -t- r"r m =*■ o, 

et qui fournit, par conséquent, des conclusions semblables. 

( é ) LVquation dont il s'agit irï est celle qui fait connaître la direction des axes principaux dans Ica 
surfaces du second ordre. La démonstration qui 6uit est la première preuve directe qui ait ete donner 
de la réalité des racines de cette équation. (/. Bertrand , ) 

(•*) On voit que l’intervention des quantités p”, /j", etc., n’est nullement indispensable; il suffit 
de remarquer que la dernière équation a pour premier membre la somme des produits de trois cou- 
ples d’expressions imaginaires conjuguées. [J. Bertrand . ) 
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Donc les trois racines a, ,5, y seront nécessairement toutes réelles, et les 
neuf coefficients p ' , q' , r' , p" , etc. , qui sont des fonctions rationnelles de ces 
racines, seront réels aussi. 


28. Nous venons de déterminer les valeurs de ces coefficients, en sorte 
que l’on ait 


/) , + ? 1 + r’ = r , +/+z’ et 


p _ Ay'-f-y t* . 

a 


or, en faisant varier successivement p, q, r, on aura, à cause que x, y, z sont 
fonctions de ces variables. 


rfT dx . dy dz 


dp 

£T 

d,/ 

rfT 


dp 

dx 


dp 

dz 


dq ^ P' Tq + dq’ 


HP — ax 3P ■+■ py \ TP + yz 'lP' 


dr 


dz 


x=p'p + q'q-\-r'r, y=zp' , p-hq"q + r’'r, z=p"’p-hq m q-br m r, 

comme on l’a déjà vu plus haut ; donc 

dx f dx / dx f dy h dy p 
df>~ P > dq~~'l ' dP~ r ' dj>~ P ' H~q~ V > ‘ ' i 

substituant ces valeurs, on aura donc 

t n n tp 

-jf=p «*-*-/> fr+p r=. 

» d T # n - ttt 

H^ = ( l *x+ q fr + q yz, 

^ =Z rax-t- r " j3 y r m y z. 


De sorte qu’en vertu des équations de condition entre les coefficients 
p' i q\ r ' > p " » etc., on aura 


et 



(£)■-(£)•-(?)■- 

S)' 


= «*.c* -t- J3\r 5 -i- s’ 

= «V/.r’-t- ^yr’+yV;’. 
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Par conséquent, les trois équations finales île l’art. 24 se -réduiront à 
celles-ci, 

«x 5 -+- fi y* -+- y z 1 = a/t’, 

* , x , +p , .r’ + r , 2 , =/ , 1 

=/ . (x * + r » H_ x .) _ 4A‘, 

lesquelles sont, comme I on voit, tout à fait semblables à celles de l’art. 2r», 
les quantités .r, y, z, a, j3, y répondant aux quantités p, q, r. A, B, C. 
D’où il suit que si l’on fait, comme dans l’article cité, 

u = p* -+- (] 2 -+- r’ = x' y 1 z * , 

on aura, entre les variables x,jr, z, «, t, les mêmes formules que l’on avait 
trouvées entre p, q, r, «, t , en changeant seulement A, B, C en a, |3, y. 

Ayant ainsi les valeurs de x, y, z en u ou f, on aura les valeurs complètes 
de p, q, r par les formules de l’art. 27. 

29. Ta?s quantités p, q, r ne suffisent pas pour déterminer toutes les cir- 
constances du mouvement de rotation du corps, elles ne servent qu’à faire 
connaître sa rotation instantanée. En effet, puisque 

rfP fiQ dR 

Ht ' 1 = ^' r = -w' 

il s’ensuit de ce qu’on a vu dans l’art. 10, que l’axe spontané de rota- 
tion, autour duquel le corps tourne à chaque instant, fera, avec les 
axes des coordonnées a, b, c, des angles dont les cosinus seront respecti- 
vement 

P g r 

<Jp' -+■//'+ r' * q' -f- r* 4- q'+ r* 

et que la vitesse angulaire autour de cet axe sera représentée par 

\lp'-\- r/’-t-e 1 . 

Pour la connaissance complète de la rotation du corps, il faut encore 
déterminer les valeurs des neuf quantités »', Ç', Ç", etc., d’où dépendent 
celles des coordonnées Ç, », lesquelles donnent la position absolue de 
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chaque point du corps dans l’espace, relativement au centre de gravité 
regardé comme immobile (art. 17) ; c’est ce qui demande encore trois inté- 
grations nouvelles. 

Pour cet effet, je reprends les formules différentielles de l’art. 13, et met- 
tant pdt, qdt, rdl, au lieu de rfP, d Q, «fR, j’ai ces équations, 


(C) 


I d? -+- ( 9 r- r?)dt = o, 
rfg' + -pt m )dt = o, 
( df-h (pi;*- <fi)dt = o. 


et autant d’équations semblables en a', a", a*, et en £', Ç", Ç”, en chan- 
geant seulement Ç en « et en Ç- 

Ces équations étant comparées avec les équations différentielles (A) 


de l’art. 24, entre les quantités , ^4-» > il est visible qu’elles sont entiè- 

rement semblables; de sorte que ces quantités répondent aux quantités £', 
Z " , Z", comme aussi aux quantités » m , et aux quantités £', 

D’où je conclus que ces dernières variables peuvent être regardées comme 

des valeurs particulières des variables —1, ^ ; et qu’ainsi, puisque les 

équations entre ces variables sont simplement linéaires, on aura, en prenant 
trois constantes quelconques /, ni, n, ces trois équations intégrales complètes : 


<I>> 


i ÿ = 

- ^4- = /£''-+- ntt" -+- nÇ", 
i d 1 ' s 


or, en combinant ces trois équations avec les six équations de condition entre 
les mêmes variables a', etc., fl semble qu’on pourrait déterminer ces 
variables, qui sont en tout au nombre de neuf ; mais en considérant de plus 
près les équations précédentes, il est facile de se convaincre qu’elles ne peu- 
vent réellement tenir lieu que de deux équations ; car, en ajoutant ensemble 
leurs carrés, il arrive que toutes les inconnues £*’, a', etc., disparaissent 
à la fois, en vertu des mêmes équations de condition (art. o) : de sorte que 
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l'on aura simplement l'équation 




rn 


laquelle revient, connue l’on voit, à la première des deux intégrales trouvées 
plus liant (art. *25) ; et la comparaison de ces équations donne 


/ 3 =/ 1 -h 


en sorte que parmi les quatre constantes f, I, ni, n, il n'y en a que trois 
d'arbitraires. 

D’où l'on doit conclure que la solution complète demande encore une nou- 
velle intégration, à laquelle il faudra employer une quelconque des équations 
différentielles ci-dessus, ou nue combinaison quelconque de ces mêmes 
équations. 

50. Mais ou peut rendre le calcul beaucoup plus général et plus simple, 
en cherchant directement les valeurs des coordonnées mêmes Ç, a, qui 
déterminent immédiatement la position absolue d'un point quelconque du 
corps pour lequel les coordonnées relatives aux axes du corps sont a, b, c. 

Pour cela, j’ajoute ensemble les trois équations intégrales (D) trouvées 
ci-dessus, après avoir multiplié la première par a, 1a deuxième par b, 
la troisième par c, ce qui donne (art. I) cette équation, 

y r/T » d T r/T 

/g -+- m» -+- <= « 7 + + 

Or on a déjà, par la nature des quantités £, », Ç(art. 5), 

Enfin, on a aussi (art. 14), en mettant pdt, qdt, rdt au lieu de r/P, 
d Q, r/R, et faisant a, b, c constants, . 


a * = (<•? - hr Y -+- (« r - c pY ■+■ (¥ — a( iY- 

Ainsi voilà trois équations d’où l'on pourra tirer les valeurs de Ç, s, £, 
moyennant une seule intégration. 

Ensuite, si l’on voulait connaître séparément les valeurs de /, 
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g*, etc., il n’y aurait qu’à supposer dans les expressions générales de g, a, £ 
les constantes 

a — i , b = o, c = o, ou a = o, b = ■ , c = o, ou a — o, b = o, c = i . 

Supposons, pour abréger, 

, HT , HT HT 

I i fl 1 - O -y— -f- C —7 7 

dp a (j flr 


N = (cq — £r)’-+- (ar — c/>)*-+- (bp — «7)’» 
on aura donc à résoudre ces trois équations, 

/g -t- «£== L, 
g’ ■+■ «* •+■ C = M, 


rfî*-+. + rfç* 

Ht' 


N, 


dans lesquelles M est une constante donnée, F., N sont supposées connues 
en fonction de t , et l, m, n sont des constantes arbitraires. 

•l’observe d'abord que si l et m étaient milles à la fois, la première équa- 
tion donnerait Ç= — ; et cette valeur étant substituée dans les deux autres, 
on aurait 


n ' 


HÇ' + Hr,' _ NJ H L* 

Ht * «'</(•’ 


équations très-faciles à intégrer, en faisant g = p cos 9, » = p sin 9, ce qui les 
change en ces deux -ci, 

1 M L* _ N rfL* 

p — m — ^» r - mr ‘ ^ , 77 **’ 

dont la première donnera la valeur de «, et la seconde donnera l'angle 9 par 
l’intégration de cette formule 

d9 = - -ÿ- 

p V n* Ht Ht' 

Supposons maintenant que / et m ne soient pas nulles, et voyons c«m- 

Mcc. anal. II. 29 
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ment on peut réduire ce cas au précédent. Il est clair que si l’on fait 
/£ -+- mti = x y//’ -+- m 7 , m Ç — /» = )' y//’ -4- m s , 
on aura également 

-+- n s — x 1 -t- y* et f/%' ■+■ dn 7 sst dx* dy 7 ; 

ainsi les équations proposées se réduiront d’abord à cette forme, 
x^l* -+•/«’-»-/»£ = L, 

dx' rfy’ -H rff* v 

sr~ 

Si l’on fait ensuite 

x y/ 1 7 -4- m * ■+■ nÇ= z \jl 7 -h ni* -h n‘ , 

nx — £y//‘ ■+■ m 7 = «y//* -t- m 7 -+- /»*, 

on aura encore 

,t’ -i- £* = z* -J- m* et dx 7 -l- dÇ* = r/s * r/«’; 

donc on aura ces transformées, 

• 

Z y//’ /i* — L, 

u 7 -h y' ■+■ z 7 = M, 
rfu* -y- rfy’ -+- rfz* ». 

^ = N, 

qui sont, comme l’on voit, entièrement semblables à celles que nous venons 
de résoudre ci-dessus ; en sorte qu’on aura pour u, y , z les mêmes expres- 
sions que nous a\ons trouvées pour £, ti, Ç, en y changeant seulement //en 
y// a +- nî 7 +n 7 . 

Ces valeurs étant connues, on aura les valeurs générales de s, £ par 
les formules 

r lx + my mx — /y 


^ »Z U y//’ 

^7T r^f; 
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51 . Telle est, si je ne me trompe, la solution la plus générale, et en même 
temps la plus simple qu'on puisse donner du fameux problème du mouve- 
ment de rotation des corps libres ; elle est analogue à celle que j’ai donnée 
dans les Mémoires (le £ Académie de Berlin pour 177 '!, mais elle est en même 
temps plus directe et plus simple à quelques égards. Dans celle-là, je suis 
parti de trois équations intégrales qui répondent aux équations (D) de 
l'art. 29 ei-dessus, équations qui m’avaient été fournies directement par le 
principe connu des aires et des moments, et auxquelles j’avais joint l’équa- 
tion «les forces vives T = h 5 (art. 24). Ici, j'ai déduit toute la solution des 
trois équations différentielles primitives, et je crois avoir mis dans cette solu- 
tion toute la clarté, et (si j’ose le dire) toute l'élégance dont elle est suscep- 
tible; par cette raison, je me flatte qu’on 11 e me désapprouvera pas d’avoir 
traité de nouveau ce problème, quoiqu’il 11 e soit guère que de pure curio- 
sité, surtout si, comme je n’en doute pas, il peut être de quelque utilité à 
l'avancement de l’Analyse. 

Ce qu'il y a, ce me semble, de plus remarquable dans la solution précé- 
dente, c’est l'emploi qu'on y fait des quantités s', etc., sans con- 

naître leurs valeurs, mais seulement les équations de condition auxquelles 
elles sont soumises, quantités qui disparaissent à la tin tout à fait du calcul ; 
je ne doute pas que ce genre d’analyse ne puisse aussi être utile dans d’autres 
occasions. 

Au reste, si cette solution est un peu longue, on ne doit l’imputer qu’à la 
grande généralité qu’on y a voulu conserver; et l’on a pu remarquer deux 
moyens de la simplifier, l’un en supposant les constantes F, (*, H nulles 
(art. 25), et l’autre en faisant nulles les constantes / et m (art. 30). 

La première de ces deux suppositions avait toujours été regardée comme 
indispensable pour parvenir à une solution complète du problème, jusqu’à 
ce que je donnai, dans mon Mémoire de 1773 , la manière de s’en passer; 
cette supposition consiste, en effet, à prendre pour les axes des coordonnées 
a, b, e, des droites telles, que les sommes SniDni, SacDm, SAcD/n soient 
nulles (art. 19); et Euler a démontré le premier que cela est toujours pos- 
sible, quelle que soit la figure du corps, et que les axes, ainsi déterminés, 
sont des axes de rotation naturels, c’est-à-dire tels, que le corps peut tourner 
librement autour de chacun d’eux. Mais quoiqu'on puisse toujours trouver 
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des axes < jui aient la propriété dont il s’agit, et que d'ailleurs la position des 
axes du corps soit arbitraire, il n’est pas indifférent d'avoir une solution tont 
à fait directe et indépendante de ces considérations particulières. 

La seconde des deux suppositions dont il s’agit dépend de la position des 
axes des coordonnées £, », £ dans l'espace, position qui, étant pareillement 
arbitraire, peut toujours être supposée telle, que les constantes l et ni 
deviennent milles, comme on peut s’en convaincre directement, d’après 
les expressions générales de Ç, a, Ç que nous avons trouvées. 

52. F.n supposant F, G, H nulles, on a, comme on l’a vu dans l'art. 26, 





et ces valeurs étant substituées dans les trois équations différentielles (A), 
il vient celles-ci, 


dp 


C — R 


qrdl — o, dq 


A— C 


pr ill = o, dr 


B — A 

H -ç — p<] (Il — O . 


lesquelles s’accordent avec celles qu’Euler a employées dans la solution qu’il 
a donnée le premier de ce problème ( voyez les Mémoires de /’ Académie de 
Berlin pour 1758 ); pour s’en convaincre, il suffira d’observer que les con- 
stantes A, If, G (art. 20) ne sont autre chose que ce qu’Euler nomme lés 
moments d’inertie du corps autour des axes des coordonnées a, b, c, et que 
les variables p, q, r dépendent du mouvement instantané et spontané de 
rotation, de manière que si l’on nomme a, (3, y les angles que l’axe autour 
duquel le corps tourne spontanément à chaque instant, fait avec les axes des 
a, b, c, et p la vitesse angulaire de rotation autour de cet axe, on a (art. 29) 

p = p cos », q — P cos |3, r = p cos y. 

À l’égard des autres équations d’Euler, lesquelles servent à déterminer la 
position des axes du corps dans l’espace, elles se rapportent à nos équa- 
tions (C) de l’art. 29. En effet, comme les neuf quantités Ç', a', etc., 

ne sont autre chose que les coordonnées rectangles des trois points du corps, 
pris dans ses trois axes, à la distance 1 du centre (ce qui suit évidemment 
de ce que ces quantités résultent des trois Ç, », Ç, en y faisant successive- 
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ment a — i , b = o, c — o, ensuite a = o, b = i , c = o, et enfin « = o, 
A = o, c = i), il est clair que si l’on désigne, avec Euler, par /, m , n les 
compléments des angles d’inclinaison de ces axes sur le plan fixe des £ et n, 
et par A, «, » les angles que les projections des mêmes axes font avec l'axe 
fixe des £, on aura ces trois expressions, 

Ç' = cos 1, a'=sin/ sin A, Ç' = sin /cos A, 

Ç* = cos m, s" — sin m sin fx, tj" = sin m cos m, 

— cos n, » m = sin n sin v, £ w = sinn cosv; 

et par le moyen de ces substitutions, on trouvera aisément les équations 
auxquelles Euler est parvenu par des considérations géométriques et trigo* 
nomé triques. 


33. Au reste, en adoptant à la fois les deux suppositions de F, là, Il 
nulles, et de /, m nulles aussi, on aura la solution la plus simple par les trois 
équations (D) de l’art. 29, en y substituant les valeurs de Ç' , Ç" , Ç"' et de 
p, (f, r, en <p, 4, a (art. 7, 20) ; car on aura de cette manière ces trois équa- 
tions du premier ordre, 


A 


B 


sin ^ si» radÿ -+- ros ïd'o 

dit 


cos ç- sin w dty — sin odu 
dt 


= n sin <p sin o», 
= n ros $ sin co* 


^ do -4- COS rûdù 

C 7 - ^ - — n co s « r 


lesquelles se réduisent évidemment à celles-ci : 

A *4= A ' / " > 


mit 

ndt 

ndt 


Br/4 = — 


C r/4 = 

T cos 'j> 


tang f sin '•> 

B tangyu 


Or, si l’on élimine r/te t r/4, en ajoutant ensemble ces trois équations, après 
les avoir multipliées respectivement par C — B, A — C, B — A, on aura 



■ïio 

l'équatioi 
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A (C — B) — B (A — C) -H C (B — A) A- = o, 

' Ullglf»lllTi) ' > Al Ilot v ' CU*W 

laquelle se réduit à cette forme, 

CWUÉH C’.(li — A } (/ Y 

»in ot . , ,,, A (C — B)’ 

I! A — C tango — 

' i bt tall „ j, 

où les variables sont séparées. 

I je second membre de cette équation se change en 


ou encore en 


Ci ( I! — A) ain f cos jf/v 
B I A — C) sin’; — A (C — B) cos* 9* 

C (B — A) si n ïyilf 

â AB — C {à ■+■ B)-4-C (B— A) cus'if ’ 


donc, en intégrant logarithmiquement, et passant ensuite des logarithmes 
aux nombres, on aura 

a AB — C ( A -t- B) C ( B — A) cos a« = » 

K étant une constante arbitraire. Or ta ne ® = \/ — — ?• donc sulisti- 

n V i -l- cos a®’ 

tuant la valeur précédente, on aura 


tang <p = 


\/ 


i A (B 
O B (C 


(i) siii’tu — K 
Àlsin’oi-t- K 


et mettant cette valeur de tang ® dans les deux premières équations diffé- 
rentielles, on aura 


ndt — \<i 4 = 


A H 'ii (C — A) si n* w -f- K 

»in o) V 2 A ( R — C j tin* o> — K 1 


ndt — B</4 = 


lidoi /aA|B — Ci) #in’oi — K 
si II o) V 2 B (ti — A) sin’o) - 4 - R’ 


équations oii les indéterminées sont séparées et qui, étant intégrées, dnnne- 
ront t et 4 en fonctions de u. 

Cette solution revient à celle que d'Alembert a donnée dans le tome 
quatrième de ses Opuscules. 
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3 i. Venons au second cas, où l’on suppose le corps grave suspendu par 
un point fixe, autour duquel il peut tourner en tout sens. En prenant ce 
point pour le centre du corps, c’est-à-dire pour l’origine commune des 
coordonnées £, », £ et a , b, c, et supposant les ordonnées Ç verticales et 
dirigées de haut en bas, on aura pour le mouvement de rotation du corps, 
les équations (B) de l’art. 25. Ces équations sont plus compliquées que 
celles du cas précédent , à raison des termes multipliés par les quantités 
SaDm, S6I)m, ScDm, lesquelles ne sont plus milles lorsque le centre du 
corps, dont la position est ici donnée, tombe hors de son centre de gravité; 
on peut néanmoins encore faire évanouir deux de ces quantités, en faisant 
passer par le centre de gravité l’un des axes des coordonnées a, b, r, dont 
la position dans le corps est arbitraire, ce qui simplifiera un peu les équa- 
tions dont il s'agit. • 

Supposons donc que l’axe des coordonnées c passe par le centre de gra- 
vité du corps; on aura alors, par les propriétés de ce centre, 


S<iD/n = o, SÀDm = o, 


et si l’on nomme /■ la distance entre le centre du corps, qui est le point de 
suspension, et son centre de gravité, il est visible qu’on aura aussi 

S (c — k) Dm = o ; 

donc 

SeDm — : SA'Dm = ÆSD/n — km, 
en nommant m la masse du corps. 

Faisant ces substitutions et mettant K pour km, on aura les trois équa- 
tions suivantes : 


(E) 


d. 


rfT 

rip 


d. 


dt 

dr 


dl d T * r u/i 

’? + =°* 


' d <l 

dr 

j_ r 

1 

H H 
1 

dt 

dp 

dT 



dr 

dr 

f/T _ 

Tt 

dq 

^ dp 


k r= o, 
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dans lesquelles 

T = (A />* -+- B 7 * -l- Cr’) — F r/r — G pr — H/;c/. 


55. On peut d’abord trouver deux intégrales de ces équations, en les 
ajoutant ensemble, après les avoir multipliées respectivement par [>, 7 , r ou 
par Ç ” , Ç*’; car, à cause de 

< = (C r - Cl) d C= ( Cp - C') 

d C=(Cv~Cp)dt (art. 15), 


on aura ainsi les deux équations 


P d 


y) 1 ^1 yff i ce I . yK c Cl , 1 1 J y^ , ^ * j yff , ** 1 j yw 

* 27 -K d -lïP + ~HÏ d t + ïiï d Z +HF d ï = 


ç/T 

dp 

c/T 


/ 7 icrm 

Xj - hrd --dï~ Kd z = °’ 


c/T c/T 


c/T 


c/T 


dont les intégrales sont 


T c/T c/T 

dï +f ! dj +r HF 


T — K C—A 


* C c/l yn d I c/T y 

’ ci)i ^ e/7 ^ e/r ’ 


/et /1 étant deux constantes arbitraires. 

Il parait difficile de trouver d’autres intégrales, et par conséquent de ré- 
soudre le problème en général. Mais on y peut parvenir en supposaht que 
la figure du corps soit assujettie à des conditions particulières. 

Ainsi, en supposant F = o, G = O, H = o, et de plus A == B, on aura 


c/T . c/T . 

djï= A P’ ~dj = A( l, 

JT 

et la troisième des équations (E) deviendra d.-^ = o, dont l’intégrale est 
</T 

—7— = const. 

dr 

Ce cas est celui où l’axe des coordonnées c, c’est-à-dire la droite qui passe 
par le point de suspension et par le centre de gravité, est un axe naturel 
de rotation, et où les moments d'inertie autour des deux autres axes sont 
égaux (art. 32), ce qui a lieu en général dans tous les solides de révolution, 
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lorsque le point fixe est pris dans l'axe de révolution. La solution de ce cas 
est facile, d’après les trois intégrales qu'on vient.de trouver (*). 

En effet, puisque T = , il est visible que ces trois inté- 

grales se réduiront à cette forme : 

A (/>’+ 7’) -+- Cr’- aK£ w = ij\ ■ 

A (C P -F- Cl) -+- C C r = A, r — w, 

/i, « étant des constantes arbitraires. 

Donc, si l’on substitue pour £*', et pour p, tj, r leur valeurs en 
fonctions de <p, 4< m (art. 7, 20), on aura ces trois équations, 


. sin’wr/ii’ 4- dut* , r, r 

A T, (- Ln — COS u — •XJ, 


, sin* ut dé ~ , r/c -+- cos ow/ti 

A — -g — -+- L n cos ot = ft, - T — ■ ■ — = «, 


lesquelles ont, comme l’on voit, l’avantage que les angles finis 4 et <p ne s y 
trouvent pas. 

Fa seconde donne d’abord 

dtfr _ A — C « cos » 
dt A sin* u 


et cette valeur étant substituée dans la première, on aura 

, A sin utd ut 

vfAsiii’(i>(a_f — Cn'-h a K cos ni) — (A — Cnrosu)’ ’ 

ensuite la seconde et la troisième donneront 


f/4 = — 


(/« Cn cos tu) du 


dtp — 


sin « /A sin* w (a J — Cn'+aK cos te) — (A — Cn cos»)’ 
(An — h cos » 4- (C — A) n cos* te) dut 


sin u v A sin* w( a/"— Cn* +■ a Rcos w) — (A — Cn cos o>)’ 


(*) Il est digne de remarque que ce problème ait clé posterieurement résolu par Poisson connue 
entièrement nouveau, ta solution qu'il cn donne, sans citer aucunement Lagrange, fait partie du 
xvi* cahier du Journal rie l’École Polylechiqae, publié en i8i5, et a été reproduite dans la seconde 
édition de sa Mécanique. [J. Bertrand.) 

Aléc. anal. II. 
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équations où les indéterminées sont séparées, mais dont l’intégration dépend 
en général de la rectification des sections coniques. 


56. Reprenons les équations ( E) et sul>stituons-y les valeurs de •— ■ 
'J- en p, q, r; elles deviendront 


Si) P-9^L-^ (G _ H) (jr + K (r» -q 1 )- G pq ■+- H pr r- K o, 
~ -+- (A — G)pr-\- G (p' — r*) — Wqr -+- I ' pq — K£" = o, 

-+- (B — A ) pq ■+■ H {q' = p*) — F pr -+- Gqr = o. 


Dans l’état de repos du corps, les trois quantités p, q, r sont nulles, puis- 
que y// 1 -f- q 1 -+- r 7 est la vitesse instantanée de rotation (art. 26) ; donc on 
aura alors Ç'=oet^'=o; en sorte qu’à cause de -+- Ç "' -+- Ç’"’ 1 = i , 
et par conséquent de Ç w = i , l’axe des coordonnées £ coïncidera avec celui 
des ordonnées c ; c’est-à-dire que ce dernier axe qui passe par le centre 
de gravité du corps, et que nous nommerons dorénavant l’nxe du corps, 
sera vertical, ce qui est l’état d’équililire du corps; et cela se voit encore 
mieux par les formules.de l’art. 7, lesquelles donnent sin$ sin a> = o, 
cos 0 sin« = o, et par conséquent ta — o, ai étant l’angle des deux axes des 
coordonnées c et 

Si donc, en supposant le corps en mouvement, on suppose en meme temps 
que son axe s'éloigne très-peu de la verticale, en sorte que l’angle de dévia- 
tion ta demeure toujours très-petit, alors les quantités seront très- 

petites, et l’on aura le cas où le corps ne fait que de très-petites oscillations 
autour de la verticale, en ayant en même temps un mouvement quelconque 
de rotation autour de son axe. 

Ce cas, qui n’a pas encore été résolu, peut l’être facilement et complète- 
ment par nos formules; car en regardant Ç" et comme très-petites du pre- 
mier ordre, et négligeant les quantités très-petites du second ordre et des 
ordres suivants, on trouve, par les équations de condition de l’art. 5, 

r=i, r=-rc-rc> 
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i , ?V+f»'=p; 


2 Fj 


Ç'=sin7r, P" = cos t, n'=sin9, n* = cos 9 et cos (tt — 9)==o; 
don 


-t — 90“ -+- 9, 


et par conséquent 


f' = cos 9, — — sin9. 

Substituant ces valeurs clans les expressions de d P, r/Q, c/R de l’art. Il, on 


aura 


dV= Ç'dQ-hdÇ'', c/Q = Ç"d9 — c/£', 


c/R = c/9, en négligeant toujours les quantités du second ordre. 
Ainsi donc on aura 

d P 'VA -+- dr 

P - -JF ~ dt ' 

dj i= zM-d S : 

t dt dt 

c/R d6 
r ~ dt — dt' 


valeurs qui, étant substituées dans les équations difTérentielles ci-dessus, 
donneront, en négligeant les puissances et les produits de Ç’ K" 1 des équa- 
tions linéaires pour la détermination de ces variables. 

Mais avant de faire ces substitutions, on remarquera qu'en supposant 
et nuis, les équations dont il s’agit donneront 


„ c/*fl / r/fl V 

G 3F + F U) = °* 


pcPO „ r/6* 

b d? - G ^=°* 


c/C’ 


, d'8 
'd? 


Donc, puisque C rie saurait devenir nul, à moins que le corps ne se ré- 
duise à une ligne physique, C étant = S (ci 1 -t- b 1 ) Dm, il s’ensuit qu’on 

ne peut satisfaire à ces équations qu’en faisant = o, et ensuite, ou ~ = o, 
ou F = o et G = o. 

De là, il est facile de conclure que lorsque Ç' et ne sont pas nuis, mais 

3o. 
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seulement très-petits, il faudra que les valeurs de ou de F et G soient 

aussi très-petites, ce qui fait deux cas qui demandent à être examinés sépa- 
rément. 

37. Supposons premièrement que ~ soit une quantité très-petite du 

même ordre que Ç' et Ç" , on aura, aux quantités du second ordre près. 

dt," dr 

P = -dï' '/=-*■ 

Par ces substitutions, en négligeant toujours les quantités du second ordre 
et changeant, pour plus de simplicité, les lettres en s, u, les équations 

différentielles de l’article précédent deviendront 

-fi + K« = o, 

— IMG— Frf'fl— Hd*« „ 

jp Ka =o. 

Frf* 


La dernière donne '-^4 — » et cette valeur étant substituée 

dans les deux premières, on aura ces deux-ci : 

(AC-GV«+(CH-i-GF)rfG . ,-l- . . 

— — , . — f— \ ii\ f / — O , 

dt * T 

(BC — F') d’s-t- (CI1 -*-GF)rf*u 
- ^ 1- Ck.t — o. 


dont l’intégration est facile par les méthodes connues. 

Qu’on suppose pour cela 

s = a sin (p t -+- /3), u = y sin (pt -t- j3), 

a, jî, y, p étant des constantes indéterminées, on aura, après ces substi- 
tutions, ces deux équations de condition, 

(AG — G’) yp* -t- (CH -f- GF) «p 1 — CK y = o, 

(BC — F’) *p 5 -+- (CH GF) 7 p* — CK a = o, 
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lesquelles donnent 

ï _ (CH -h GF)<s’ _ CK— (BC — P*)?' 

S ~ CK— (AC — G*) p' ~~ (CH -i- GF) p* ' 

d'où résulte cette équation en p, 

- f BC — F 1 -h AC — G’ 1 -f 

-t- (BC — F*) (AC — G’) — (CH •+- GF)’ -= 0 , 

laquelle aura, comme l’on voit, quatre racines égales deux à deux, et de 
signe contraire. 

Si donc on désigne en général par p et p' les racines inégales de cette 
équation, abstraction faite de leur signe, et qu'on prenne quatre constantes 
arbitraires a, a! , fi, fi', on aura en général 

s = a sin ( pt -t- fi) -+- a’ sin (p’t -t- fi'). 

et par conséquent 

(CH-I- GF) rin [pt ■+- P) (CH + GF) l t' , *'sin(p'/ •+■ ,5') 

CK— (AC — G*), o* ~ t_ CK — (AC — G’)p' > 

Knlin, on aura, en intégrant la valeur de 

a , Gii — Fr 

9 =/-+- ht -\ • 

De sorte que l’on connaitra ainsi toutes les variables en fonctions de I, et 
le problème sera résolu. 

Au reste, comme cette solution est fondée sur I hypothèse que s, u et 

soient de très-petites quantités, il faudra, pour qu'elle soit légitime, t* que 
les constantes a, à et h soient aussi très-petites ; a" que les racines p, p soient 
réelles et inégales, afin que l’angle t soit toujours sous le signe des sinus. 
Or cette seconde condition exige ces deux-ci, 

BC - F’ -h AC - G’ > o, 

|BC — F’+ AC — G’ J* > 4 [(BC — F’)(AC— G*) - (CH ■+■ GF)* J; 

lesquelles dépendent uniquement de la figure du corps, et de la situation du 
point de suspension. 
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58. Supposons, en second lie», que les constantes F et G soient aussi 
très-petites du même ordre que Ç' et alors, négligeant les quantités du 
second ordre, et mettant s, u à la place de les équations différen- 

tielles de l'art. 5tt deviendront 

A (d.sdB+ d'u) V.d'B H {d.tidO — d's) 

~ dt' 1 dt' dt' 

(C — B) (ud$ — ds) ri& YdB' H (idt •+• du) M u 
■+- "Su* ■*" ~dF H dï K<< = °» 

• H (d.udd — d's) Y d'Ù H [d.sdB -4- d' u) 
i H ' dt' Si» 

( A — ■ C) (sdO «+• du) dO G d0 % H (utlQ — ds) dO ^ _ 

+ ~l? d? d? —ws - o, 

C d'6 

dt' ~ °' 

f.a dernière donne — o, et intégrant, ^ = n,n étant une constante 
arbitraire de grandeur quelconque. 

Substituant cette valeur de ~ dans les deux équations, on aura celles-ci. 


. d' u » » fl' s , . ,, , ds 

A dt' + H dt' +(A + *“C)»j 
(C — B) n 1 a-f-F n* -f- H n's + K« = o, 

U d' s fI d* u , . .s du 

ar + H ar -(A+B-C),, 

(C — A) /»* s <»«’ -+- Ha’u -f- Kj = o. 


dont l'intégration n'a aucune difficulté. 

Qu’on les divise par et qu’on y remette, pour plus de simplicité, d 9 à 
la place de ndl, en se souvenant que <79 est désormais constant, on aura, en 

ordonnant les termes et faisant L = (art. 34), 


(G — A L) s -+- -+- (C — A — - B)^ -+- H (^u + G = o, 

(C-B + Da + Aj-fC-A-BjJ+H^+jl’J + F^. 
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Pour intégrer ces équations, je commence par faire disparaître les termes 
tout constants, en supposant s = x - J rf, u = y -t- A, et déterminant les 
constantes y, /*, en sorte que les termes F et G disparaissent ; ce qui don- 
nera ces deux équations de condition, 

(C — A -H L) /+- H// -+- G = o, (C - B -4- L) h -+- H/-+- F = o; 


d'où l'on tirera 


Fit — C.IC — B-t-L) 

J — (C — B+ L) (C - A -i- E) - H’’ 

, _ G H— F(C— A-t-1-1 

— (C — B-t- L) (C - A -h L) - H* ’ 


et l’on aura en r, v, 8 les mêmes équations qu’en s, u, 8, avec cette seule 
différence que les termes constants G, F n’y seront plus. 

Je suppose maintenant .r = «e'®, y = fie”, a, [3 et r étant des constantes 
indéterminées, et e le nombre dont le logarithme hyperbolique est î . Comme 
tous les termes des équations à intégrer contiennent x et y à la première 
dimension, il s’ensuit qu'ils seront, après les substitutions, tous divisibles 
par c'’, et il restera ces deux équations de condition, 

[ C — A -t- L -t- Bt* ] « -+- f(C — A — B) t — II ( i -F- <*)] = o, 

|C — Il L -+- AP J |3 — [(G — A — B) i — H (t -t- i')| « = o, 

lesquelles donnent 

jS_ C — A+L-t-B» 1 (O — A — B) -t- Il ( i 

(<T^ A — B) i H (i -h t») “ C— 1H- 1.4- Ai* ’ 

de sorte qu'on aura cette équation en i, 

|c — lï -t- r. Ai* J fc — a -t- !. h- Br | 

H- (C — A — B)*/»— H* ( i -+-^ , » , = o, 


laquelle, en faisant l —H é 1 = p, se réduit à celte forme 

(AB — H’) p’-t- [(A -t- B)(l. — C) -t- G J J p -f- G* — a G (A -+- B — C) = o. 

Ayant déterminé p par cette équation, on aura 

* y* — î (A -r- B — I . ) \j c — i + lh SV?-' 

■V — src , v = « — i-— n — T-’-j — - '-c t 

A -f- B — (. — I. — i.ù 
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ut lii constante a demeurera indéterminée. Or comme l'équation en p a deux 
racines, et que le radical y'p — i peut être pris également en plus et en 
moins, on aura ainsi quatre valeurs différentes de x, y, lesquelles étant 
réunies satisferont également aux' équations proposées, puisque les varia- 
bles x,y n'y sont que sous la forme linéaire. Prenant donc quatre con- 
stantes différentes pour or, on aura de cette manière les valeurs complètes 
de .r et y, puisque ces valeurs ne dépendant que de deux équations diffé- 
rentielles du second ordre, ne sauraient renfermer au delà de quatre con- 
stantes arbitraires. 


39. Pour que les expressions de x et y ne contiennent point d'arcs de 
cercle, il faut que y ; p — I soit imaginaire, et qu'ainsi p soit une quantité 
réelle et moindre que l’unité. 

Dénotons par pet a les deux racines de l'équation en p, supposées ruelles 
et moindres que l'unité,. et donnons aux quatre constantes arbitraires cette 
forme imaginaire, 

ye«É ~' yu-'V- ' _ 

1 V — i a ■ ’ 

on aura, en faisant ces substitutions, et passant des exponentielles aux sinus 
et cosinus, ces expressions complètes et réelles de x et y. 


xe 3 >i - 1 %r-l'f =r ' 

2 V— I 2 V 1 — I 


.r = «sin (ô y/ 1 — p -H jS) H- > sin (fly f\ — e -+- »), 

■ r = B-c-rA(.-p)-L cos (V* -p + P) 

■+■ b r. sin < 8 V' 7Z7 P 1) 

■*■ B -cT â(i— éprt co * (® V^~* » + 0 

y H a 


B — C 4- A (i — o) — L Sm V^ 1 — <f-t- *)» 


oit *, |S* y, > sont des constantes arbitraires dépendantes de l’état initial 
du corps. 


, Digitized by Google 



SECONDE PARTIE. 


I.A DYNAMIQUE. 
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Ayant ainsi x et y, on aura 

_ FH+G(B — C — I.) 

* — (A — C—L)(B — C— L) — H*’ 

, GH 4- F (A — C — I.) 
u — y (A — C — L) (B — C — L) — H*’ 

Donc, prenant pour 8 un angle quelconque proportionnel au temps, on 


aura (art. 56) ces valeur 

s des neuf variables § ', »', 

r. r, 

»", etc. : 

Ç' — cos 8, 

___ 

sin 8, 


C' 

g" = - sin8, 

t f 

Il = 

cos 8, 



£'"= — s cos8 -+- u sinS, »*= - 

- s sin 8 — 

u cos 8, 

Ç m = 1 


en sorte qu’on connaîtra les coordonnées », Ç de chaque point du corps 
pour un instant quelconque (art. I). 

Si l'on compare les expressions précédentes de »', etc. , avec celles de 
l’art. 7, on en déduira facilement les valeurs des angles de rotation 4, a»; 
et l’on trouvera 


<p -h 4 = 8, sin $ sin co — s, ' cos p sin at = u ; 
d’où l'on tire 

tang a = y/f 3 -t- «*, tang<p==-> 4 — ® 

Et il est facile de voir, d’après les définitions de l'art. 7, que a> sera l’incli- 
naison supposée très-petite de l'axe du corps avec la verticale; que 4 sera 
l'angle que cet axe décrit en tournant autour de la verticale, et que <p sera 
l’angle que le corps même décrit en tournant autour du même axe, ces deux 
derniers angles pouvant être de grandeur quelconque. 

40. Mais il faut, pour l’exactitude de cette solution, que les variables s. 
et u demeurent toujours ti cs- petites. Ainsi, non-seulement les constantes a 
et y, qui dépendent de l’état initial du corps, devront être 'très-petites, 
mais il faudra que les valeurs des constantes F et G, données par la figure du 
corps, soient aussi très-petites, et que, de plus, les racines p et cr soient 
réelles et positives, afin que l’angle 9 soit toujours renfermé dans des sinus 


ou cosinus. 
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Si l’on suppose F = o, G = o, savoir, SicD/n = o, SacD/w = o, on 
aura les conditions nécessaires pour que les moments des forces centrifuges 
autour de l’axe du corps, qui est en même temps celui des coordonnées c, 
se détruisent, en sorte que le corps puisse tourner uniformément et libre* 
ment autour de cet axe. Or on sait qu’il y a, dans chaque corps, trois axes 
perpendiculaires entre eux, et passant par le centre de gravité, lesquels ont 
cette propriété, et qu'on nomme communément, d'après Euler, les arts 
principaux du corps. Donc, puisque nous avons supposé que l’axe du corps 
passe en meme temps par le centre de gravité et par le point de suspension, 
il s'ensuit que les quantités F et G seront milles, lorsque le corps sera sus- 
pendu par un point quelconque pris dans un de ses axes principaux. 

Donc, pour que ces quantités, sans être absolument milles, soient du 
moins très-petites, il faudra que le point de suspension du corps soit très- 
près d’un de ses axes principaux ; c'est la première condition nécessaire po ni- 
que l’axe du corps ne fasse que de très-petites oscillations autour de la ver- 
ticale, le corps lui-mème ayant d'ailleurs un mouvement quelconque de rota- 
tion autour de cet axe. 

L’autre condition nécessaire pour que ces oscillations soient toujours très- 
petites, dépend de l’équation en p, et se réduit à celles-ci, 


1(A -+- B) (F, - C) -+- C 1 ]’ > 4 (AB - H*) [L* — aL (A -t- B- G)], 
a(AB — H*) -I- (A -t- B) (L — C) 4- C* 


AB - II* 

(A — C — b) (B — C — t.)- H’ 
Alt — H* 


> o, 
> o, 


lesquelles dépendent à la fois de la situation du point de suspension et de la 
ligure du corps. 

II. La solution que nous venons de donner embrasse la théorie des petites 
oscillations des pendules, dans toute la généralité dont elle est susceptible. 
On sait que lluyghens a donné, le premier, la théorie des oscillations circu- 
laires : Glairaut y a ajouté ensuite celle des oscillations coniques, qui ont 
lien lorsque le pendule, étant tiré de sa ligne de repos, reçoit une impulsion 
dont la direction ne passe pas par cette ligne. Mais si le pendule reçoit en 
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même temps un mouvement de rotation autour de son axe, la force centri- 
fuge, produite parce mouvement, pourra déranger beaucoup les oscillations, 
soit circulaires, soit coniques, et la détermination de ces nouvelles oscillations 
est un problème qui n’avait pair encore été résolu complètement, et pour 
des pendules de figure quelconque. C’est la raison qui m’a déterminé à m’en 
occuper ici. 


DIXIÈME SECTION. 

SUR LES PRINCIPES DE L 'HYDRODYNAMIQUE, 

La détermination du mouvement des fluides est l'objet de f Hydrodyna- 
mique; celui de l’Hydraulique ordinaire se réduit à l’art de conduire les 
eaux, et de les faire servir au mouvement des machines. Cet art a dû être 
cultivé de tout temps, pour le besoin qu’on en a toujours eu, et les anciens 
y ont peut-être autant excellé.que nous, à en juger par ce qu'ils nous ont 
laissé daus ce genre. 

Mais l'Hydrodynamique est une science née dans le siècle dernier. Newton 
a tenté le premier de calculer, par les principes de la Mécanique, le mouve- 
ment des fluides, et d’Alembert est le premier qui ait réduit les vrais luis de 
leur mouvement à des équations analytiques. Archimède et Galilée (car l’in- 
tervalle qui a séparé ces deux grands génies disparait dans l’histoire de la 
Mécanique) ne s’étaient occupés que de l’équilibre des fluides. 

Torrieelli commença à examiner le mouvement de l’eau qui sort d’un vase 
par une ouverture fort petite, et à y chercher une loi. Il trouva qu’en don- 
nant au jet une direction verticale, il atteint toujours, à très-peu près, le 
niveau de l'eau dans le vase; et comme il est à présumer, qu’il l’atteindrait 
exactement sans la résistance de l’air et les frottements, Torrieelli en conclut 
que la vitesse de l’eau qui s'écoule est la même que celle qu’elle aurait ac- 
quise en tombant librement de la hauteur du niveau, et que cette vitesse 
est, par conséquent, proportionnelle à la racine carrée de la même hauteur. 

Ne pouvant cependant parvenir à une démonstration rigoureuse de cette 
proposition, il se contenta de la donner comme un principe d’expérience, à 

3i. 
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la lin de son Traité de Motu naturalUcr accelerato, imprimé en 1 643 . 
Newton entreprit de la démontrer dans le second livre des Principes mat/ié- 
malû/ues, qui parurent en 1687; mais il faut avouer que c’est l'endroit le 
moins satisfaisant de ce grand ouvrage. 

Si l'on considère une colonne d'eau qui tombe librement dans le vide, il 
est aisé de se convaincre qu’elle doit prendre la figure d'un eonoide formé 
par la révolution d’uiie hyperbole du quatrième ordre autour de l'axe ver- 
tical; car la vitesse de chaque tranche horizontale est, d'un côté, oomme la 
racine carrée de la hauteur d’où elle est descendue, et, de l'autre, elle doit 
être, par la continuité de l’eau, en raison inverse de la largeur de cette 
tranche, et , par conséquent, en raison inverse du carré de son rayon; d’où 
il résulte que la portion de l'axe, ou l’abscisse qui représente la hauteur, est 
en raison inverse de la quatrième puissance de l’ordonnée de l’hyperbole 
génératrice. Si donc ou se représente un vase qui ait la figure de ce eonoïde, 
et qui soit entretenu toujours plein d'eau, et qu’011 suppose le mouvement 
de l’eau parvenu à un état permanent, il est clair que chaque particule d’eau 
y descendra comme si elle était libre, et qu’elle aura, par conséquent, au 
sortir de l’orifice, la vitesse due à la hauteur du vase de laquelle elle est 
tombée. 

Or Newton imagine que l’eau qui remplit un vase cylindrique vertical, 
percé à son fond d’une ouverture par laquelle elle s’échappe, se partage 
naturellement en deux parties, dont l’une est seule en mouvement et a la 
figure du eonoide dont nous venons de parler, c’est ce qu'il nomme la cata- 
racte; l’autre est en repos, comme si elle était glacée. De cette manière, il 
est clair que l’eau doit s’échapper avec une vitesse égale à celle qu'elle aurait 
acquise en tombant de In hauteur du vase, comme Torricelli l'avait trouvée 
par l'expérience. Cependant, Newton ayant mesuré la quantité d’eau sortie 
dans un temps donné, et l'ayant comparée à la grandeur de l'orifice, en avait 
conclu, dans la première édition de ses Principes , que la vitesse, au sortir 
du vase, n’était due qu’à la moitié de la hauteur de l’eau dans le vase. Cette 
erreur venait «le ce qu'il n'avait pas d'abord fait attention à la contraction 
de la veine; il y eut égard dans la seconde édition, qui parut en 1714, et il 
reconnut que la section la plus petite de la veine était, à l'ouverture du vase, 
à peu près comme 1 à y a ; de sorte qu'en prenant cette section pour le vrai 
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orifice, la vitesse doit être augmentée dans la même raison île i- à et 
répondre, par conséquent, à la hauteur entière de l’eau. De ectte manière, 
sa théorie se trouva rapprochée de l’expérience, mais elle n’en devint pas 
pour cela plus exacte; car la formation de la cataracte ou vase fictif dans 
lequel l’eau est supposée se mouvoir, tandis que l'eau latérale demeure en 
repos, est évidemment contraire aux lois connues de l’équilibre des filiales, 
puisque l’eau qui tomberait dans cette cataracte, avec toute la force de sa 
pesanteur, n’exerçant aucune pression latérale, ne saurait résister à celle du 
fluide stagnant qui l’environne. 

Vingt ans auparavant, Varignon avait donné à l'Académie des Sciences 
de Paris une explication plus naturelle et plus plausible du phénomène dont 
il s’agit. Ayant remarqué que quand l’eau s’écoule d’un vase cylindrique 
par une petite ouverture faite au fond, elle n'a dans le vase qu’un mouve- 
ment très-petit et sensiblement uniforme pour toutes les particules, il eu 
conclut qu’il ne s’y faisait aucune accélération, et que la pa: tic du fluide qui 
s’échappe à chaque instant recevait tout son mouvement de la pression pro- 
duite par le poids de la colonne de fluide dont elle est la base. Ainsi ce 
poids, qui est comme la largeur de l’orifice multipliée par la hauteur de l’eau 
dans le vase, doit être proportionnel à la quantité de mouvement engendrée 
dans la particule qui sort à chaque instant par le même orifice. Or cette 
quantité de mouvement est, comme l’on sait, proportionnelle à la vitesse et 
à la masse, et la masse est ici comme le produit de la largeur de l’orifice 
par le petit espace que la particule parcourt dans l’instant donné, espace qui 
est évidemment proportionnel à la vitesse même de cette particule; par con- 
séquent, la quantité du mouvement dont il s’agit est en raison de la largeur 
de 1’orilîce multipliée par le carré de la vitesse. Donc enfin la hauteur de 
l'eau dans le vase est proportionnelle au carré de la vitesse avec laquelle 
elle s’échappe, ce qui est le théorème de Torrieetli. 

Ce raisonnement a néanmoins encore quelque chose de vague, car on \ 
suppose tacitement que la petite masse qui s'échappe à chaque instant du 
vase acquiert brusquement toute sa vitesse par la pression de la colonne qui 
répond à l’orifice. Or on sait qu'une pression ne peut pas produire tout a 
coup une vitesse finie. Mais en supposant, , ce qui est naturel, que le poids 
de la colonne agisse sur la particule pendant tout le temps qu’elle met a 
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sortir du rase, il est clair que cette particule recevra un mouvement accéléré, 
dont la quantité, an l>outd'un temps quelconque, sera proportionnelle à la 
pression multipliée par le temps. Donc le produit du poids de la colonne, 
par le temps de la sortie de la particule, sera égal au produit de la masse 
de cette particule, par la vitesse qu'elle aura acquise; et comme la masse est 
le produit de la largeur de l'orifice par le petit espace que la particule décrit 
en sortant du vase, espace qui, par la nature des mouvements uniformément 
accélérés, est comme le produit de la vitesse par le temps, il s'ensuit que la 
hauteur de la colonne sera de nouveau comme le carré de la vitesse ac- 
quise. Cette conclusion est donc rigoureuse, pourvu qu’on accorde que 
chaque particule, en sortant du \ase, est pressée par le poids entier de toute 
la colonne du fluide qui a cette particule pour base; c'est ce qui aurait lieu, 
en effet, si le fluide contenu dans le vase y était stagnant, car alors sa pres- 
sion sur la partie du fond oit est l’ouverture, serait égale au poids de la co- 
lonne dont elle est la base ; mais cette pression doit être différente lorsque le 
fluide est en mouvement. Cependant il est clair que plus il approchera de 
l’état de repos, plus aussi sa pression sur le fond approchera du poids total 
de la colonne verticale; d’ailleurs, l'expérience fait voir que le mouvement 
du fluide dans le vase est d autant moindre que l’ouverture est plus petite. 
Ainsi la théorie précédente approchera d'autant plus de la vérité, que les 
dimensions du vase seront plus grandes relativement à l’ouverture par 
laquelle le fluide s’écoule, et c’est ce que l’expérience confirme. 

Par une raison contraire, la même théorie devient insuffisante pour déter- 
miner le mouvement des fluides qui coulent dans des tuyaux dont la largeur 
est assez petite, et varie peu. Il faut alors considérer à la fois tous les mou- 
vements des particules du fluide, et examiner comment ils doivent être 
changés et altérés par la figure du canal. Or l’expérience apprend que 
quand le tuyau a une direction peu différente de la v erticale, les différentes 
tranches horizontales du fluide conservent à très-peu près leur parallélisme, 
en sorte qu’une tranche prend toujours la place de celle qui la précède : 
d’où il sifit, à cause de l’incompressibilité du fluide, que la vitesse de chaque 
tranche horizontale, estimée suivant le sens vertical, doit être en raison in- 
verse de la largeur de cette tranche, largeur qui est donnée par la figure du 
vase. 
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Il suffit donc de déterminer le mouvement d’une seule tranche, et le 
problème est, en quelque maniéré, analogue à celui du mouvement d’un 
pendule composé. Ainsi, comme selon la théorie de Jacques Bernoulli, les 
mouvements acquis et perdus h chaque instant par les différents poids qui 
forment le pendule se font mutuellement équilibre dans le levier, il doit y 
avoir équilibre dans le tuyau entre les différentes tranches du fluide animées 
chacune de la vitesse acquise ou perdue à chaque instant; et de là, par l’ap- 
plication des principes déjà connus de l’équilibre des fluides, on aurait pu 
d’abord déterminer le mouvement d’un fluide dans un tuyau, comme on 
avait déterminé celui d’un pendule composé. Mais ce n’est jamais par les 
routes les plus simples et les plus directes que l’esprit humain parvient aux 
vérités, de quelque genre qu’ elles soient, et la matière que nous traitons en 
fournit un exemple frappant. 

Nous avons exposé, dans la scct. I, les différents pas qu’on avait faits 
pour arriver à la solution du problème du centre d’oscillation, et nous y 
avons vu que la véritable théorie de ce problème n’avait été découverte par 
Jacques Bernoulli que longtemps après que Huyghens l’eut résolu par le 
principe indirect de la conservation des forces vives. Il en a été de même 
du problème du mouvement des fluides dans des vases, et il est surprenant 
qu’on n’ait pas su d’abord profiter pour celui-ci des lumières que l’on avait 
déjà acquises par l’autre. 

Le même principe de la conservation des forces vives fournit encore la 
première solution de ce dernier problème, et servit de base à l’Hydrodyna- 
mique de Daniel Bernoulli, imprimée en 1738, ouvrage qui brille d’ailleurs 
par une Analyse aussi élégante dans sa marche que simple dans ses résultats. 
Mais l’inexactitude de ce principe, qui n’avait pas encore été démontré 
d’une manière générale, devait en jeter aussi sur les propositions qui en 
résultent, et faisait désirer une théorie plus sûre et appuyée uniquement sui- 
tes lois fondaïutgitalcs de la Mécanique. Maclaurin et Jean Bernoulli entre- 
prirent de remplir cet objet, l’un dans son Traité des Fluxions, et l’autre 
dans sa Nouvelle Hydraulique, imprimée à la suite de ses Œuvres. Leurs 
méthodes, quoique très-différentes, conduisent aux mêmes résultats que le 
principe de la conservation des forces vives; mais il faut avouer que celle de 
Maclaurin n’est (vas assez rigoureuse et parait arrangée d’avance, confbrmé- 
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ment aux résultats qu’il voulait obtenir; et quant à la méthode de Jean Ber- 
noulli, sans adopter en entier les difficultés que d’Aleinbert lui a opposées, 
on doit convenir qu'elle laisse encore à désirer du côté de la clarté et de la 
précision. 

On a vu, dans la sect. I, comment d'Alembert, en généralisant la théorie 
de Jacques Bernoulli sur les pendules, était parvenu à un principe de Dyna- 
mique simple et général, qui réduit les lois du mouvement des corps à celles 
de leur équilibre. L'application de ce principe au mouvement des fluides se 
présentait d’clle-mcme, et l'auteur en donna d’abord un essai à la fin de sa 
Dynamique, imprimée en 17-43; il l'a développée ensuite avec tout le détail 
convenable dans son Traité des Fluides, qui parut l'année suivante, et qui 
renferme des solutions aussi directes qu’élégantes des principales questions 
qu'on peut proposer sur les fluides qui se meuvent dans des vases. 

Mais ces solutions, connue celles de Daniel Bernoulli, étaient appuyées 
mi deux suppositions qui ne sont pas vraies en général : 1° que les diffé- 
rentes tranches du fluide conservent exactement leur parallélisme, en sorte 
qu’une tranche prend toujours la place de celle qui la précède; 2 0 que la 
vitesse de chaque tranche ne varie point de direction, c'est-à-dire que tous 
les points d'une même ti anche sont supposés avoir une vitesse égale et pa- 
rallèle. Lorsque le fluide coule dans des vases ou tuyaux fort étroits, les 
suppositions dont il s'agit sont très-plausibles et paraissent confirmées par 
l’expérience; mais, hors de ce cas, elles s’éloignent de la vérité, et il n’y a 
plus alors d'autre moyen pour déterminer le mouvement du fluide, que 
d’examiner celui que chaque particule doit avoir. 

Clairatit avait donné, dans sa Théorie de la Jigure de la Terre, imprimée 
en 1743 > les lois générales de l’équilibre des fluides, dont toutes les parti- 
cules sont animées par des forces quelconques; il ne s'agissait que de passer 
de ces lois à celles de leur mouvement, par le moyen du principe auquel 
d'Alembert avait réduit, à cette même époque, toute la dynamique. Ce der- 
nier fit, quelques années après, ce pas important, à l’occasion du prix que 
l’Académie de Berlin proposa en 1750, sur la théorie de la résistance des 
fluides, et il donna le premier, en 17Ô2, dans son Essai d'une nouvelle 
Théorie sur la résistance des f aides, les équations rigoureuses du mouve- 
ment des fluides, soit incompressibles, soit compressibles et élastiques, équa- 
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(ions qui appartiennent à la classe de celles qu'on nomme à différences 
partielles, parce qu’elles sont entre les differentes parties des différences re- 
latives à plusieurs variables. Mais ces équations n’avaient pas encore toute 
la généralité et la simplicité dont elles étaient susceptibles (*). C’est à Euler 
qu’on doit les premières formules générales pour le mouvement des lluides, 
fondées sur les lois de leur équilibre, et présentées avec la notation simple 
et lumineuse des différences partielles, (l'oyez le volume de l’Académie de 
llerlin, pour l'année jyjô.) Par cette découverte, toute la Mécanique des 
lluides fut réduite à un seul point d’analyse, et si les équations qui la ren- 
ferment étaient intégrables, on pourrait, dans tous les cas, déterminer com- 
plètement les circonstances du mouvement et de l'action d'un fluide mû par 
des forces quelconques; malheureusement, elles sont si rebelles, qu’on n’a 
pu, jusqu'à présent, en venir à bout que dans des cas très-limités. 

C’est donc dans ces équations et dans leur intégration que consiste toute 
la théorie de l'Hydrodynamique. D’Alembert employa d’abord pour les 
trouver une méthode un peu compliquée; il en donna ensuite une plus 
simple; mais cette méthode étant fondée sur les lois de l’équilibre particu- 
lières aux fluides, fait de l’Hydrodynamique une science séparée de la Dyna- 
mique des corps solides. La réunion que nous avons faite, dans la l rn partie 
de cet ouvrage, de toute les lois de l’équilibre des corps, tant solides que 
fluides dans une même formule, et l'application que nous venons de faire 
de cette formule aux lois du mouvement, nous conduisent naturellement à 
réunir d.e même la Dynamique et l’Hydrodynamique comme des branches 
d'un principe unique, et comme des résultats d’une seule formule générale. 

C’est l'objet qui reste à remplir pour compléter notre travail sur la Méca- 
nique, et acquitter l'engagement pris dans le litre de cet ouvrage. 


(*) Cette phrase et la suivante ne se trouvent pas dans la première édition; le Mémoire d’Euler 
n’jr est pas cité. (J. Bertrand . ) 
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ONZIÈME SECTION. 


DU MOUVEMENT DES FLUIDES INCOMPIIESSIBLES. 


1. On pourrait déduire immédiatement les lois du mouvement de ces 
fluides de celles de leur équilibre, que nous avons trouvées dans la sert. Vil 
de la I" partie ; car, par le principe général exposé dans la seet. II, il ne faut 
qu’ajouter aux forces accélératrices actuelles les nouvelles forces accéléra- 
trices -^r ’ ’ dirigées suivant les coordonnées rectangles a:,/, z. 

Ainsi, comme dans les formules de l'art. 10 et suivants de la sect. VU 
citée on a supposé toutes les forces accélératrices du fluide déjà réduites à 
trois, X, Y, Z, dans la direction des coordonnées x, y, z, il n’y aura, pour 
appliquer ces formules au mouvement des fluides, qu'à y substituer 


X 


fl* T 
//<* ’ 


Y 


rf’r 

ÿ* * 


Z -h 


d 9 z 

<5* 


au lieu de X, Y, Z. Mais nous croyons qu’il est plus conforme à l’objet de 
cet ouvrage d'appliquer directement aux fluides les équations générales 
données dans la sect. IV, pour le mouvement d’un système quelconque de 
corps. 


S I- — Équations générales pour le mouvement des fluides incompressibles. 

2. On peut considérer un fluide incompressible comme composé d’une 
infinité de particules qui se meuvent librement entre elles, sans changer de 
v olume; ainsi la question rentre flans le cas de l’art. 17 de la section citée 
ci-dessus. 

Soient donc Dm la-masse à ’ une particule ou élément quelconque du fluide, 
X, Y, Z les forces accélératrices qui agissent sur cet élément, réduites, pour 
plus de simplicité, aux directions des coordonnées rectangles .r, y, z, et 
tendantes à diminuer ces coordonnées, L = o l’équation de condition résul- 
tante de l’incompressibilité ou de l’invariabilité du volume Dm, Anne quan- 
, tité indéterminée, et S une caractéristique intégrale correspondante à la 
caractéristique différentielle D et relative à tonte la masse du fluide; on aura 
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pour le mouvement du fluide cette équation générale (sect. IV), 


S [(£? -H X) o\r -+- (g + y) 8r ■+■ ( ~ + Z) 8z] D/n -+- SaSL = o. 


Il faut maintenant substituer dans cette équation les valeurs de Dm et 
de SL, et, après avoir fait disparaître les différences des variations, s’il y en 
a, égaler séparément à zéro les coefficients des variations indéterminées 5,r, 
iy, iz. 

Retenons la caractéristique D pour représenter les différences relatives à 
la situation instantanée des particules contiguës, tandis que la caractéris- 
tique d se rapportera uniquement au changement de position de la même 
particule dans l’espace; il est clair qu’on peut représenter le volume de la 
particule Dt« par le parullëlipipède DxDjDz; ainsi, en nommant A la den- 
sité de cette particule, on aura 


Dm = aD.tDkDz. 


De plus, il est visible que la condition de l’incompressibilité sera contenue 
dans l’équation 

D jt Dr D z — const.; 

de sorte qu’on aura 

D — DaDyDz — const., 

et, par conséquent, 


*L = 2. (D.cD/Dz). 


Pour déterminer cette différentielle, il faut employer les mêmes considéra- 
tions que dans l’art, il de la sect. VII de la I" partie; ainsi, en changeant 
d en D dans les formules de cet endroit, on aura 


S(DxDjDz) = DxDjDz^ + + — )• 

Cette quantité étant multipliée par A, et intégrée relativement à toute la 
masse du fluide, on aura la valeur de SaSL, dans laquelle il faudra faire dis- 
paraître les doubles signes Do par les mêmes procédés déjà employés dans 

3 ». 
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l'art. 17 de la section citée. On aura ainsi 


s„-|. = - s(gi S* + Sr + gi «.) D*DrD= 

-+- SfA'Sx*— V8x') Dr D; -+- S(a''3/'— a'S/) D.rD; 

-+- S(A"Sz* — A'$z')DxD r . 

Faisant donc ces substitutions dans le premier membre de l’équation géné- 
rale, elle contiendra premièrement cette formule intégrale totale, 


m) 


S + 


/ A , v DX \ f 

p^r + AX-Bj)!» 

( 4 ÿ + AZ_j»)fc 


dans laquelle il faudra faire séparément égaux à zéro les coefficients des 
variations ex, or, 3s, ce qui donnera ces trois équations indéfinies pour tous 
les points de la masse Unifie, 


(A) 


/ ri' .T v N DX 

I A ( ,/»* + x ) ~ ï>^ ~ °' 

) 1A*„ \ J» 

Y )-%=°- 


A ( <« 


d i 
d' 


r» 

,r- =• o. 


,i (* r+Z )“K 

Il restera ensuite à faire disparaître les intégrales partielles 
S(A"<îx' — A'J.r')DrDs 

4- S (*"ïr"— à/) Dxl); +■ S (A*Jz ff — A'Jz') DxDr, 


lesquelles ne se rapportent qu’à la surface extérieure du fluide; et l'on en 
conclura, comme dans l’art. 18 de la sect. VII citée, que la valeur de A devra 
être nulle pour tous les points de la surface où le fluide est libre ; on prou- 
vera de plus, comme dans l'art. 31 de la même section, que, relativement 
aux endroits où le fluide sera contenu par des parois fixes, les ternies des 
intégrales précédentes se détruiront mutuellement, en sorte qu'il n'en résul- 
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tera aucune équation; et, en général, on démontrera, par un raisonnement 
semblable à celui des art. 52, 58, 59, que la quantité A, rapportée à la sur- 
face du fluide, y exprimera la pression que le fluide y exerce, et qui, lors- 
qu’elle n'est pas nulle, doit être contre-balancée par la résistance ou l’action 
des parois. 

5. Les équations qu'on vient de trouver renferment donc les lois géné- 
rales du mouvement des fluides incompressibles; mais il y faut joindre encore 
l’équation même qui résulte de la condition de l'incompressibilité du volume 
DxD/Dz, pendant que le fluide se meut: cette équation sera donc repré- 
sentée par rf.(DrDyDj) = o, de sorte qu’en changeant J en d dans l'ex- 
pression de S. ( I).r Dp Dz) trouvée ci-dessus, et égalant à zéro, on aura 


(B) 


I) i/x D dy 

TLr _+ ' lïÿ 


l),lz 

U: 


= o. 


Cette équation, combinée avec les trois équations (A) de l’article précédent, 
servira donc à déterminer les quatre inconnues x,y, z et A. 

4. Pour avoir une idée nette de la nature de ces équations, il faut consi- 
dérer que les variables x, y, z qui déterminent la position d’une particule 
dans un instant quelconque, doivent appartenir à la fois à toutes les parti- 
cules dont la masse fluide est composée ; elles doivent donc être des fonctions 
du temps t, et des valeurs que ces mêmes variables ont eues au commence- 
ment du mouvement, ou dans un autre instant donné. Nommant donc a, b , t 
les valeurs de x,y, z , lorsque t égale zéro, il faudra que les valeurs complètes 
de x,y, z soient des fonctions de a, b, c, t. De cette manière, les différences 
marquées par la caractéristique D se rapporteront uniquement à la varia- 
bilité de a, b, c ; et les différences marquées par l'autre caractéristique d 
se rapporteront simplement à la variabilité de t. Mais comme, dans les équa- 
tions trouvées, il y a des différences relatives aux variables mêmes .r, y, z, il 
faudra réduire celles-ci aux différences relatives à a, b, c, ce qui est toujours 
possible; car on n’a qu'à concevoir qu’on ait substitué dans les fonctions, 
avant la différentiation, les valeurs mêmes de x,y, z en «, b, c. 

5. Kn regardant donc les variables .r, y, z comme des fonctions de a, b, 
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r, l, et représentant les différentielles selon la notation ordinaire des diffé- 
rences partielles, on aura 


Dx 


dx 

(la 


da 


dx 

71 


db 


dx , 




D z = ( ~da 

da 




dz 

rtb 


db 


ii 

rtc 

dz 

de 


de. 


de; 


et regardant en même temps la fonction A comme une fonction de x, y, z, et 
comme une fonction de a, b, c , on aura 


b* ia , B>n 
ÜA — Di Dt ü> D r 


dX 

Sa 


da 


d\ 

Sb 


db 


DX 


Ds 

Tc dc ' 


D: 

d\ 


ces deux expressions de Da devant être identiques, si l’on substitue dans 
la première les valeurs de Dx, D_y, Dz en da, db, de, il faudra que les 
coefficients de da, db, de soient les mêmes de part et d'autre, ce qui four- 
nira trois équations qui serviront à déterminer les valeurs de , 

en ce sera la même chose si l’on substitue dans la seconde 

expression de Da les valeurs de da, db, de en D.r, D y, Dz tirées des 
expressions de ces dernières quantités ; alors la comparaison des termes 

affectés de Dx, D/, Dz donnera immédiatement les valeurs de etc. 
Or, par les règles ordinaires de l'élimination, on a 

, «Dx -t- «'Dr -t- “"Dz 
da = 6 ’ 

db — y+VD: 

de — yDx + yDyhy'Dz 
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en supposant 


dy 

dz 

dy dz 

dy dz 

dy dz 

a — îh 

de 

dV 

> “ 33 71 

db da 5 

, dx 

dz 

dx dz 

, dx dz 

dx dz 

K ~ de 

db 

db de' 

^ db da 

da db 

tr dx 

dy 

dx dy 

tf dx dy 

dx rly 

a — db 

de 

~ 7Û db' 

^ da db 

db da 


.5 


dy dz dy dz 

de da da de * 


dx dy dz dx dy dz 

da db de 'db da de 





dz dx dz 

de de da 1 


dx dy dz 
db de da 


dx dy dz 
de db tia 


0 tf fLx dg dx dy 

de da da de * 


dx dy dz 
de da db 


de tly dz 
da de db 


Faisant donc ces substitutions dans l'expression 


d\ 

da 


da 


d\ 

db 


db 


d ). , 
£ dc ' 


et comparant ensuite avec l'expression identique 


on aura 


DX 


DX 


DX 


^.Dx + -Dv4--- d r 

Dx + Dy 3 ^ D* U r ’ 


DX at r/X (3 d'k y r/X 

Di — 8 da~^~ 6 db 8 de' 

DX _ dl ^ dl / rfX 

Dy 6 33 8 db _f_ 8 3é ’ 

dx _ »* rfx y_<a / f /x 

Dy 0 da ^ 9 db g 3c 


Ainsi, substituant ces valeurs dans les trois équations (A) de l’ai t. 2. elles 
deviendront de cette forme, après avoir multiplié par 9, 

d"k r// 

db 


(C) 


(ï^)~ 


0 a 

Sa 


de 


— o, 


da 

h d\ 


, dk t dy 

? db~y é = °> 


a* a 

da P di 


de 

ff d\ 


de °* 
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où il n'y a, comme l’on voit, que des différences partielles relatives à a, 
b , c, t. 

Dans ces équations, la quantité A, qui exprime la densité, est une fonc- 
tion donnée de a, b, c sans t, puisqu’elle doit demeurer invariable pour 
chaque particule ; et si le fluide est homogène, A sera alors une constante 
indépendante de «, b, c, t. Quant aux quantités X, Y, Z qui représentent 
les forces accélératrices, elles seront le plus souvent données en fonctions de 
z, t. 


6. Mais on peut réduire les équations précédentes à une forme plus simple, 
en ajoutant ensemble, après les avoir multipliées respectivement et successi- 

dx dy dz dx dy dz . dx dy dz . . 

ventent par ^ jg» par jg, di et par^, Tc \ car, d apres les 

expressions de 9, «, fi, y, a' , fi’, etc., données ci-dessus, il est aisé de voir 
qu'on aura 

r.' , c"'J± 

db + db 


ensuite» 


dx 

du 


dx 

t dy 

n dz 

, dx 

du 

+ * 1 

+ “ Ta 

= ? db + 

dx 

t dy 

„dz 


de 

+ > Te 

+ > Te 

» 

> dy 



dx i 

da 

+ $ Ta 

= 0, 

?da 


dx 

,dr 

n dz 


* db - 

db^ a Tb = 


r dy^ 
du 


H dz 

> dï = °' 


et ainsi tic suite. De sorte que, par ces opérations et ces réductions, on 
aura les transformées 



(*) On aurait pu parvenir directement à ces dernières équations, en intro- 
duisant dans les formules de l’art. 2, au lieu des variations Sx, Sr, Sz, celles 
des coordonnées de l’état initial Sa, 8è, Sc; car, en regardant x,r, z comme 


(•) Cette fin Je l’art. 6 ne se trouve pas dans la première édition. (/. Bertrand.) 
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fonctions de a, b , c, on aura 

» dx * dx y g dx y 

ix =n <>a + dl u +—-* e ' 


de 


» dy «, , dy ,, , dy s 


db 


r dz » dz ri dz p» 

* Z=Z Ta* a + dl U +Tc lc - 


257 


On fera ces substitutions dans la formule (a) de l'art. U, et l’on égalera à 
zéro les quantités multipliées par Sa, Sb, Sc, en observant que A étant fonc- 
tion de x,y , z, on a, par rapport à a, b, c, 

,n dx dx m di dx <u 

da l)x du D y da Dz da 

dX DX dx DX dy DX dz 

db Dx db Dy db Dz db' 

dX _ ÇX <lx DX dy DX dz 

de Dx de Dy de Dz de 

On aura tout de suite les équations dont il s'agit, lesquelles, dans le cas où 
X dx -t~ Y dy -H Z dz est une différentielle complète représentée par dX , 
peuvent se mettre sous cette forme plus simple, 

/ d*x dx d'y dy d' z dz d\ \ dX 

\ d,' d~a ~dF dâ ~dF dà^ Ta ) dâ ~ °' 

/ d' x' dx d'y dy d 1 z dz d\\ dX 

* [dT db ■+■ TF db "" df' db + 7b ) ~ db ~ °’ 

/ d'x dx d'y dy d' z dz d\ \ di, 

\ fit 1 de dt 1 de dt ' de tic de 


7. On transformera, d’une manière semblable, l'équation (B) de l'art. 3, 
et pour cela, comme d'après la remarque de l'art. 4, les différentielles dx, 
dy, dz ne sont relatives qu’à la variable l; on les réduira d’altord aux diffé- 
rences partielles ~ dt, ^ dt, ~ dt ; en sorte que l’équation dont il s’agit 
étant divisée par dt, sera de la forme 


<Wer. anal. II. 


d.£ 

dt 


Dx 


“4 

ü> 



33 


Digitizad by Google 



2 58 


MECANIQUE ANALYTIQUE. 


DÀ J)À 


Or, par les formes trouvées ci-dessus pour les valeurs de jjy’ etc., on 


aura pareillement, en substituant eti'. , à la place de A, 

ils 

B ria 


D.i 

fit 


d. d * 

dt 


D* 


. d.-r 

P * , y 

^ B 'de 


d.ÿ 

dt 


$ db 


et, comme dans le second membre de cette équation, la quantité x est re- 
gardée comme une fonction de a, b, e, t, on aura 


d. 


dt 


~sr 


d'x 

dadt 


et ainsi des autres différences partielles de t; de sorte qu’on aura sim- 

» 

plement 

tix 

^ ~St a d'x fi d'x 

Dx 9 dadt ô dbdt 


y d 1 x 
0 ScîTt 


D.J D.Jü 

On trouvera des expressioas semblables pour les valeurs de -gj- et -g~- , 

et il n’y aura pour cela qu’à changer, dans la formule précédente, .r en 

y et z. 

Faisant donc ces substitutions dans l’équation ci-dessus, elle deviendra, 
après y avoir effacé le dénominateur commun 9, 


d'x 

* dadt 

,/ d 'r 

dadt 
„ d'z 

* £3i 


a 

‘ dbdt 

c> ±1_ 

■p dbdt 

a" f z 
‘ 3 dbdt 


d'x 
y dedt 

’ d'r 
* dedt 

„ d'z 

» = °* 


f.e premier membre de cette équation n’est autre chose que la valeur de 

' dt 

comme on peut s’en assurer par la différentiation actuelle de l’expression 
de 9 (art. 5). 


dB 


Ainsi l’équation devient ^ — o, dont l’intégrale est 9 = fonct. (a, b, c). 


Digitized by Google 



SECONDE PARTIE. — I.A DYNAMIQUE. 


259 

Supposons dans cette équation, t — o, et soit K ce que devient alors la 
quantité 9, on aura K = fonct. (a, b, c) ; par conséquent, l'équation 
sera 9 = K . 

Or nous avons supposé que lorsque t — o, on a 
x = a, y=b, z = c; 
donc on aura aussi alors 


dx 

dx 


,Lx 


dy 


dy 


3H - 

' ’ db ~ 

O, 

de 

= 0, 

la 

= 0, 

db 1 ’ 

• 


dy 

dz 


dz 


dz 




7L—°' 

da 

= 0, 

dT> = 

O, 

de 

= O. 



Ces valeurs étant substituées dans l’expression de 9 (art. 5), on a 9 — 1 ; 
donc K = 1 . 

Donc, remettant pour 9 sa valeur dans l’équation dont il s'agit, elle sera 
de la forme 

I dx dy dz dx dy dz dz dy dz I 

da dit de db du de db de Tïti I 

dx dy dz dx dy dz dx dy dz I 

de db Ha de da db da de db ) 

Cette équation, combinée avec les trois équations (C) ou (D) des art. 5, G, 
servira donc à déterminer les valeurs de A, x, y, z en fonctions de a, b, c, t. ’ 
Cette équation peut aussi se trouver d’une manière plus simple, sans 
[tasser par l’équation différentielle (B) de l’art. 3. En effet, l'équation (B) 
exprime seulement que la variation du volume D.r Dj D: de la particule Dm 
est nulle, tandis que le temps t varie; desôrte que la valeur de Dx, Dy, D* 
doit être constante et égale à la valeur primitive dadbdc. Or, nous avons 
donné dans l’art. 3 les expressions de Dx, Dr, Dz en da, db, de ; mais il 
faut remarquer que dans la formule DxDyDz, la différence Dz doit être 
prise en y regardant x et y comme constantes; que, de meme, la différence 
D>- doit être prise en regardant x et z comme constantes; et qn'enfm la 
différence D.r suppose y et z constantes, ce qui est évident en considérant 
le parallélipipède rectangle représenté par Dx Dy Dz. 

Supposons donc d’abord x et y constantes, et, par conséquent, D.r et Dr 

33 . 
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nuis, on mira les deux ( quations 


dr 

do 


da 




dx , 

+ 17 dc = 


o, 


d'où l'on tire 


± 

da 




(la 


dh 


dx dy dx dy 

dh de de dh . 

dx dy dy dx 

da dît da dh 

dx dy dx dy 

de da da de . 

dx dy dy dx * * * 

da dH du dh 


ces valeurs, substituées dans l’expression de Uz, donneront 




/ dx dy 

dx dy \ 

dz , 

' dx dy 

_ '11} 

dz , dx d 1 

d , 

(Lr\ 

de 

dr dh) 

r db\ 

^dc da 

da de J 

dr \ da dh 

fia 

il) 


dx dy 
da dh 


d) dx 
da dh 


de. 


Pour avoir de même In valeur de Dy, on supposera D.r = o et Dr — «, 
ce f|«ii donne « 

de — o et ~ da -+- dh =. o ; 

an a h 

d’oii l’on tire 

dx 

d(t = — dh. 
dr 

17 , 


et eette valeur, ainsi que celle de de = o, étant substituées dans l'expression 
de Dy, donneront 


Dy 


dx dy dr dy 

da dh 1b da „ 

. dh 

dx 

da 


Enfin, pour avoir la valeur de D.r, on fera Dy = o, I); — o, ee qui 
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et, par conséquent, 


dh — o, de — o, 


D.r — ^ da. 


Multipliant ensemble ces valeurs de Dr, Dy, De, on aura 


Dr D/D* 


dz / rla : dy dx dy \ 
1 dn \ db de fie db / 

i dz / d.r dy dy dx\ 

rie db ila ~dl> ) 


dz / dx dy 
db \ de du 


dx <ly\ 
da de ) 


du d b de . 

\ 


Faisant donc DxDy Dz — dadbdc , on aura tout de suite l’équation (E). 

Il est bon de remarquer que cette valeur de DxDy Dz est celle qu’on doit 
employer dans les intégrales triples relatives à x, y, z, lorsqu’on veut y 
substituer, à la place des variables x, y , ;, des fonctions données d’autres 
variables a, b, c. 


S. Comme les équations dont il s'agit sont à différences partielles, l'inté- 
gration y introduira nécessairement différentes fonctions arbitraires; et la 
détermination de ces fonctions devra se déduire en partie de l'état initial du 
fluide, lequel doit être supposé donné, et en partie de la considération de la 
surface extérieure du fluide, qui est aussi donnée si le fluide est renfermé 
dans un vase, et qui doit être représentée par l’équation A = o, lorsque le 
fluide est libre (art. 2). 

En effet, dans lê premier cas, si l’on représente par A = o l'équation des 
parois du vase, A étant une fonction donnée des coordonnées x, y, z île ces 
parois, et du temps t si les parois sont mobiles, ou d’une forme variable, en 
y mettant pour ces variables leurs valeurs en n, b, c, t, on aura une équa- 
tion entre les coordonnées initiales a, b, c et le temps t, laquelle représen- 
tera par conséquent la surface que formaient dans l’état initial les mêmes 
particules qui, après le temps t, forment la surface représentée par l’équa- 
tion donnée A = o. Si donc on veut que les mêmes particules qui sont une 
fois à la surface y demeurent toujours, et ne se meuvent que le long de celle 
surface, condition qui parait nécessaire pour que le fluide ne se divise pas, 
et qui est reçue généralement dans la théorie des fluides, il faudra que l'é- 
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quation dont il s’agit ne contienne point le temps t ; par conséquent, la 
fonction A de x, y , z devra être telle, que t y disparaisse après la substi- 
tution des valeurs de x, y, z en a, b , c, t. 

Par la même raison, r équation A = o de la surface libre ne devra point 
contenir t; ainsi la valeur de A devra être une simple fonction de a, b, c, 
sans t. 

Au reste, il y a des cas dans le mouvement d’un fluide qui s’écoule d'un 
vase où la condition dont il s'agit ne doit pas avoir lieu ; alors les détermi- 
nations qui résultent de cette condition ne sont plus nécessaires. 

9. Telles sont les équations par lesquelles on peut déterminer directe- 
ment le mouvement d’un fluide quelconque incompressible. Mais ces équa- 
tions sont sous une forme un peu compliquée, et il est possible de les réduire 
à une plus simple, en prenant pour inconnues, à la place des coordonnées x, 

y, z les vitesses ~~ i ~ dans la direction des coordonnées, et en regar- 
dant ces vitesses comme des fonctions de x, y, z , t. 

En effet, d’un -côté il est clair que, puisque x, y, z sont fonctions de a, b, 

c, t , les quantités ^7 > yf seront aussi fonctions des mêmes variables a, 

b, c, /; donc, si l'on conçoit qu’on substitue dans ces fonctions les valeurs 
de a, b y c en x, y, z tirées de celles de x, y, z en a, b, c, on aura ^ » 
— j exprimées en fonctions de x, y, z et t. 

D’un autre côté, il est clair que, pour la connaissance actuelle du mouve- 
ment du fluide, il suffit de connaître à chaque instant le mouvement d’une 
particule quelconque qui occupe un lieu donné dans l’espace, sans qu’il soit 
nécessaire de savoir les états précédents de cette particule; par conséquent, 

il suffit d’avoir les valeurs des vitesses > 5 ^ en fonctions dex,j-, s, t. 

D’ailleurs, ces valeurs étant connues, si on les nomme />, q, r, on aura les 
équations 

(lx = pdty dy = qdt, dz = rdt , 

entre .r, y, z, t, lesquelles étant ensuite intégrées, de manière que x, /, z 
deviennent a, b, c, lorsque t = o, donneront les valeurs mêmes de x, )•, z 
en a, b, c, t. 
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Au reste, si l’on citasse dt de ces équations différentielles, on aura ces 
deux-ci, 

pdy — qdx , pdz = rd 'x, 

lesquelles expriment la nature des différentes courbes dans lesquelles tout le 
fluide se meut à chaque instant, courbes qui changent de place et de forme 
d’un instant à l’autre. 

10. Reprenons donc les équations fondamentales (A) et (B) des art. 2 
et 5, et introduisons-y les variables p = q — ^p r = regardées 
comme des fonctions de x, y , z, t. 

Il est clair que les quantités peuvent être mises sous la 


J. 


forme 


dx 

Ht 


d T 

Ht 


d. 


dz 


sr y sr 


dt , , , dx dr dz . . , 

^-> ou les quantités ^ -, sont censees des 


fonctions de a, b, c, t. 


En les regardant donc comme telles, on aura, pour la différence de 


d. 


Hx 

Tt 


Ht 


dt 


d ’T 

Ht 

Ha 


da 


. dx 
d ‘ dt 
db 


d. 


db 


dx 

Tt 


de. 


et ainsi des autres ; mais en les regardant comme fonctions de x, y, z, t, et 
les désignant par p, q, r, leurs différences complètes seront 

+ ±dx-h^dy + ^dz, 

• . 

et ainsi des autres différences ; donc, si dans ces dernières expressions on met 
pour dx, dy, dz leurs valeurs en a, b, c, t, il faudra qu’elles deviennent 
identiques avec les premières; mais x étant regardé comme fonction de «. 
b, c, t, on a 

** = Tt dt + Ta da + T, t,b + T dc ' 

où est évidemment = p, en supposant qu’on mette dans p les valeurs de 

x, y, z en a, b, c, t. 

Ainsi on aura 

dx = pdt -t- ^ «fa -H ... ; 
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et, de même, 

dy — (jdt 


i* 


dz = rdt -+- ~ da 
da 


Substituant ces valeurs dans l'expression de la différence complète de 


-j- • les ternies affectés de dt seront 

fit 




j. 

dl 


lesquels devant être identiques avec le ternie correspondant ^ - dt , ou 


bien on aura 


d' X dp dp 

Id = dt P dx 


dp 

9,77 


. dp. 


♦»t I on trouvera de la meme manière 

d'y dn dü do dq 

w — 7n + p Tv + i4~ hr d*' 

d’ z dr dr dr dr 

dl' ~ dt + Pü + < fd r ~ hr di' 

On fera done ces substitutions dans les équations (A) ; et comme dans ces 
mêmes équations les ternies jy^ > —i représentent des différences par- 
tielles de A, relativement à x, y, z, en supposant t constant, on y pourra 
changer la caractéristique 1) en d. 


On aura ainsi les transformées 

/ dp 


I U 


(F) 


(5 + P £+1 


P H -r + ‘l% 

1 dx J dy 

Ù+oÿ 

dy 


4 

4 


r » t dr dr dr dr 

■ A (æ + + r 3i 


*)-'£— 

r)-$— 

z ) 


A l’égard de l’équation (B) de l'art. 5, dans laquelle les différences mar- 
quées par d sont relatives à t, et celles qui sont marquées par D sont rela- 
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tives à x, y, z, il n’y aura qu’à y mettre à la place de dx, dy, dz leurs valeurs 
pdt, qdt, rdt, et changeant la caractéristique D en d, puisque la caractéris- 
tique est indifférente dans les différences partielles, on aura sur-le-champ, à 
cause de dt constant, 


(G) 


^ -h iï _ = 

,tx rty <1* 


On voit que ces équations sont beaucoup plus simples que les équations (G) 
ou (D) et (E) auxquelles elles répondent, ainsi il convient de les employer 
de préférence dans la théorie des tluides. 

Ces quatre équations (F) et (G) donneront p , q, r e 1 A en fonctions de x, 
y, z et de t, regardé comme constante dans leur intégration. Et si l’on vou- 
lait ensuite avoir les valeurs de x, y, z en fonctions de t et des coordonnées 
primitives a, b, c, comme dans la première solution, il n'y aurait qu’à inté- 
grer les équations 

dx = pdt, dy = qdt , dz = rdt. 


en y introduisant comme constantes arbitraires les valeurs initiales a, b, c 
de .t, y, 2. 

11. Dans les fluides homogènes et de densité uniforme, la quantité A qui 
exprime la densité est tout à fait constante; c'est le cas le plus ordinaire, et 
le seul que nous examinerons dans la suite. 

Mais, dans les fluides hétérogènes, cette quantité doit être une fonction 
constante relativement au temps t pour la même particule, mais variable 
d’une particule à l'autre, selon une loi donnée. Ainsi en considérant le fluide 
dans l’état initial, où les coordonnées x, y, z sont a, b, c, la quantité A sera 
une fonction donnée et connue de a, b, c; donc, si l’on regarde A comme 
fonction de x, y, z et t, il faudra qu’en y substituant les valeurs de x, y, z 
en fonctions de a, b, c et t la variable t disparaisse, et, par conséquent, que 
la différentielle de A par rapport à t soit nulle. On aura donc, à cause de x, 
y, z fonctions de t, l’équation 

d A d ù dx d A dy d A dz 

dt dx Ht dy fit dz dt 

où il fàudra mettre pour ^ ^ leurs valeurs p, q, r. 


à fée. anal. Il, 
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Ainsi on aura l'équation 


(H) 


//A ,/A -/A //A 

nr + i , di + < iïty + r iü = 0 > 


qui servira à déterminer l’inconnue A dans les équations (F), parce que 
dans ces équations on doit traiter A comme une fonction de x, y, z. 

A cet égard, elles sont moins avantageuses que les équations (C) ou (J)), 
dans lesquelles on peut regarder A comme une fonction connue de a, b, c. 


12. Ce que nous venons de dire relativement à la fonction A, il faudra 
l'appliquer aussi à la fonction A, en tant que A = o est l'équation des parois 
du vase, et qu'on suppose que le fluide contigu aux parois ne peut se mou- 
voir qu’en coulant le long de ccs parois, de manière que les mêmes particules 
restent toujours à la surface; car cette condition demande, comme on l'a vu 
dans l'art. 8, que A devienne une fonction de a, b, c sans /; de sorte qu’en 
regardant cette quantité comme une fonction de .r, y, z, t, on aura aussi 
l’équation 


(O 


,1 \ , 1 A //A 

W + P 717 ■+■ '/ T7T 


'JA 

fl Z 


— O. 


Pour les pi tiés «le la surfat* où le fluide sera libre, on aura l'équation 
À — o (ait. 2); il faudra, par conséquent, pour satisfaire à la meme condi- 
tion, relativement à cette surface, que l’on ait aussi 


(K) 


//À //), fl). fi). 

Il + ( lTy + r T* = 


13. Voilà les formules les plus générales et les plus simples pour la déter- 
mination rigoureuse du mouvement des fluides. La difficulté ne consiste plus 
que dans leur intégration: mais elle est si grande, que jusqu'à présent on a 
été obligé de se contenter, même dans les problèmes les plus simples, de 
méthodes particulières et fondées sur des hypothèses plus ou moins limitées. 
Pour diminuer autant qu’il est possible cette difficulté, nous allons examiner 
comment et dans quels cas ces formules peuvent encore être simplifiées; 
nous en ferons ensuite l’application à quelques questions sur le mouvement 
des fluides dans des vases ou des canaux. 


14. Rien n'est d’abord plus facile que de satisfaire à l'équation (G) de 
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l’art. to ; car, en faisant 




elle devient 


d'x d'Ç, dr _ 

dxdz dydz ' dz 


267 


laquelle est intégrable relativement à 2 , et donne 


_ doc dl 3 . 

r dx ’ 

il n’est point nécessaire d’ajouter ici une fonction arbitraire, à cause des 
quantités indéterminées a et (3. 

Ainsi l’équation dont il s’agit sera satisfaite par ces valeurs 


P 






da dl 3 

dx dy ’ 


lesquelles étant ensuite substituées dans les trois équations (F) du même 
article, il n’y aura plus que trois inconnues, a, (3 et A; et même il sera très- 
facile d’éliminer A par des différentiations partielles. De sorte que, de cette 
manière, si la densité A est constante, le problème se trouvera réduit à deux 
« quations uniques entre les inconnues « et |3, et si la densité A est variable, 
il y faudra joindre l'équation (H) de l’art. 1 1. Mais l'intégration de ces équa- 
tions surpasse les forces de l’analyse connue. 


15. Voyons donc si les équations (F), considérées en elles-mêmes, ne 
sont pas susceptibles de quelque simplification. 

En ne considérant dans la fonction A que la variabilité de .r, y, z, 011 a 


1 d\ » «fi 1 rfi , 

ci À — -7— cLx — f- -y - f/y — f— -j— (tz . 
dx "J d z 

dl dl dl 


Donc, substituant pour ^ leurs valeurs tirées de ces équations, 


on aura 


(s + 1 % + r .È Y ) 

/ dr dr dv dr rr\ * i 

^ \dt ^ P Tx + ‘i 2j + r + z ) Affe - 


34. 
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F.e premier membre de rette équation étant une différentielle complète, 
il faudra que le second en soit une aussi , relativement à ,r, y , z; et la valeur 
de A qu’on en tirera satisfera à la fois aux équations (F). 

Supposons maintenant que le fluide soit homogène, en sorte que la den- 
sité A soit constante ; et faisons-la, pour plus de simplicité, égale à .l’unité. 

Supposons, de plus, que les forces accélératrices X, Y, Z soient telles, que 
la quantité \dx -y Y dy -h Z dz soit une différentielle complète. Cette con- 
dition est celle qui est nécessaire pour que le fluide puisse être en équilibre 
par ces mêmes forces, comme on l’a vu dans l’art. 19 de la sect. VII de la 
!"■ partie. F.lle a d'ailleurs toujours lieu, lorsque ces forces viennent d’une 
ou de plusieurs attractions proportionnelles à des fonctions quelconques des 
distances aux centres, ce qui est le cas de la nature, puisqu’en nommant les 
attractions P, Q, R, etc., et les distances p, q , r, etc., on a, en général 
(I" partie, sect. V, art. 7), 

X d.v -t- Y dy -+- Z dz = P dp -y Q dq -y R dr -y 

Faisant donc 


X dx -yYdy-yhdz = P dp -t- Q dq -4- R dr . . . = dX , 


l'équation précédente deviendra 


/ dp 

\dt 


ax-av_j+(ÿ 




± JJL ^ dx. 


Pjï+ f ltj-*- r dr 

dq ' )dy , 


dq dq dq 

PT x + <ii + r dt 


dr 


dr 




dr 

dz 


) dz \ 


et il faudra que le second membre de cette équation soit une différentielle 
complète, puisque le premier en est une. Cette équation équivaudra aussi 
aux équations (F) de l’art. 10 . 

Or, en considérant la différentielle de E—3—JL, prise relativement à x, 
y, z, il n'est pas difficile de voir qu’on peut donner au second membre de 
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+ a - %) <*** -P **} + (tz - s) ( r<Lc 

+ (dz~ Ïy)( rd y ~ t i dz )' 
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pdz) 


et l’on voit d’abord que cette quantité sera une différentielle complète, toutes 
les fois que p de 4- qdy 4- rdz le sera elle-même; car alors sa différentielle 

par rapport à t, savoir, ~ dx 4- ~ dy 4- ^ dz, le sera aussi, et, de plus, 
les conditions connues de l’intégrabilité donneront 


dp dq dp dr dq dr 

dy dx dz dx **' dz dy °‘ 

D’où il suit qu’on pourra satisfaire à l'équation (L) par la simple suppo- 
sition que pdx-+- qdy 4- rdz soit une différentielle complète; et le calcul du 
mouvement du fluide sera par là beaucoup simplifié. Mais, comme ce n’est 
qu'une supposition particulière, il importe d’examiner, avant tout, dans 
quels cas elle peut et doit avoir lieu. 

16. Soit, pour abréger, 

dp dq , dp dr , dq dr 

a dy dx' ‘ J dz dx ’ ^ dz dy' 

il i»e s’agira que de rendre une différentielle exacte la quantité (*) 




,u, 

dt 


dy 4- 



4- « (qdx — pdy) 4- |3 (rdr — pdz ) 4- y{rdy — qdz). 


F.n regardant p, q, r comme des fonctions de t, on peut supposer 
p = p’ -t- p" t -h p m t' y- p" t* + ..., 
q — q' -h q" t -h q m t' -h ÿ'V* 4- ..., 
r — r' 4 - r"t 4- r m l*-+- /-"t* 4- . . ., 


(*) Il semble qu'il faudrait plutôt : il faut, en vertu de l'équation (L), que la quantité suivante soit 
une différentielle exacte. (/. Bertrand.) 
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les quantités p ' , p", p m , etc., q ' , q " , q m , etc., r', r" , r", etc., étant des 
fonctions de x, y, z sans t. 

Ces valeurs étant substituées dans les trois quantités a, (i, y, elles 
deviendront 

a = a , -^-a w t^-a w f , -^-a ,, f * -t- ..., 

|î = -h J9 "t-h p"* 1 -H .... 

y =y'- + -y"t-h y *V +■ y” t’ -+- .... 


en supposant 


dp' 

dq' 

a « _<v 

dq* 


dy 

de' 

dy 

dx 

• • i 

dp' 

dd 


dz» 


dz 

dx ’ 

,y dz 

dx 

* • » 



tf 


y 


• ih </> 


Ainsi la quantité 


dx -t- jj dy ~dzy~a(qd.t — pdy) y- (3 (rdx — pdi) y-y(rdy-qdz) . 


deviendra, après ces différentes substitutions, et en ordonnant les termes 
par rapport aux puissances de t, 

p” dx -t- q" dy y- r" dz -+- a (q'dx — p' dy) 

-t- p'(r' dx — p' dz) H- y'{r'dy — q' dz) 

, 2 (p m dx y- q m dy y- r m dz) y- a (q" dx — p" dy) , 

-t -t< -t - {}' (r"dx — p" dz) -+■ y' (r" dy — q" dz) y- a” (q' dx — p'dy) > 

I -t- j3 " {r dx — p' dz) y" (r' dy — cfdz) \ 

3 (p"dvy- q" dy -f- r” dz) y- «' (q m dx — p'”dr) 
t 1 -t- p' (r m dx—p m dz)-hy'(r m dy — q m dz) y- a" (q“ dv — p” dy) f 
j -t- jâ' (r*dx — p"dz) -+- y" {r" dy — q" dz) y- a m (q'dx — p' dy) i 
' -t- fi m (r' dx — p' dz) -t- y 1 " (r' dy — q' dz) 

-t- j 

et comme cette quantité doit être une différentielle exacte, indépendam- 
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ment de la valeur de t, il faudra que les quantités qui multiplient chaque 
puissance de t, soient chacune en particulier une différentielle exacte. 

Cela posé, supposons que />' dv -t- qdy -4- r' dz soit une différentielle 
exacte, on aura, par les théorèmes connus, 


dp* dq* , dp* dr * dq ' dd _ 

dy dx ’ dz dx * dz dy ’ 

donc, 

5t'=o, jS' — O, y' — o; 


donc la première quantité, qui doit être une différentielle exacte, se réduira 
à p” dx -t- q" dy r" dz\ et l'on.aura, par conséquent, ces équations «le 
condition 


a = o. 


y — O. 


Alors la seconde quantité, qui doit être une différentielle exacte, 
deviendra a (p m dx H- q" dy-y r m dz); et il résultera de là les nouvelles 
équations 

»'= o, = o, y"'— o. 

De sorte que la troisième quantité, qui doit être une différentielle exacte, 
sera i(p"dc -t- q"dy -t- r" dz) ; d’où l'on tirera pareillement les équations 


*"=0, ji* v =o, y" =0; 

et ainsi de suite. Donc, si p' dx -t- q' dy -t- r' dz est une différentielle exacte, 
il faudra que 

p M dx -H q"dy -t- r”dz, p'" dx -t- q m dy -t- r m dz. 

p"d.r q"dy -t- r"dz , . . . , 

soient aussi chacune en particulier des différentielles exactes. Par consé- 
quent, la quantité entière pdx -t- qdy -f rdz sera dans ce cas une différen- 
tielle exacte, le temps t étant supposé fort petit. 

17 . Il s’ ensuit de là que si la quantité pdx -h qdy -t- rdz est une diffé- 
rentielle exacte lorsque t = o, elle devra l'être aussi lorsque t aura une va- 
leur quelconque; donc, en général, connue l’origine des t est arbitraire, et 
qu'on peut prendre également t positif ou négatif, il s’ensuit que si la quan- 
tité pdx -t- qdy -y rdz est une différentielle exacte dans un instant quel- 
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conque, elle devra l'être pour tous les autres instants. Par conséquent, s'il 
y a un seul instant dans lequel elle ne soit pas une différentielle exacte, elle 
ne pourra jamais l’être pendant tout le mouvement; car si elle l’était dans 
un autre instant quelconque, elle devrait l'être aussi dans le premier. 

18. Lorsque le mouvement commence du repos, on a alors p~o, </ = o, 
r = o, lorsque l — o \ donc pdx -f- qdy -t- rdz sera intégrable pour ce 
moment, et, par conséquent, devra l’être toujours pendant toute la durée 
du mouvement. 

I 

Mais s'il y a des vitesses imprimées au fluide, au commencement, tout 
dépend de la nature de ces vitesses, selon qu’elles seront telles, que 

pdx qdy ■+■ rdz 

soit une quantité intégrable ou non ; dans le premier cas, la quantité 

pdx -f- qdy -h rdz 

sera toujours intégrable; dans le second, elle ne le sera jamais. 

1 <orsque les vitesses initiales sont produites par une impulsion quelconque 
sur la surface du fluide, comme par l'action d’un piston, on peut démontrer 
que pdx -f- qdy -+• rdz doit être intégrable dans le premier instant. Car il 
faut que les vitesses p, q, r, que chaque point du fluide reçoit en vertu de 
l'impulsion donnée à la surface, soient telles, que si l'on détruisait ces vitesses, 
en imprimant en même temps à chaque point du fluide des vitesses égales et 
en sens contraire, toute la masse du fluide demeurât en repos ou en équi- 
libre. Donc il faudra qu’il y ait équilibre dans cette masse, en vertu de l'im- 
pulsion appliquée à la surface, et des vitesses ou forces — p, — q, — r, 
appliquées à chacun des points de son intérieur; par conséquent, d’après la 
loi générale de l'équilibre des fluides (1"’ partie, sect. VII, art. 19), les 
quantités p , q, r devront être telles, que pdr -f- qdy -f- rdz soit une diffé- 
rentielle exacte. Ainsi, dans ce cas, la même quantité devra toujours être une 
différentielle exacte dans chaque instant du mouvement. 

19. On pourrait peut-être douter s'il y a des mouvements possibles dans 
un fluide, pour lesquels pdx -f- qdy -+- rdz ne soit pas une différentielle 
exacte. 
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Pour lever ce doute par un exemple très-simple, il n’y a qu’à considérer 
le cas où l’on aurait 


P = SJ y <7 = — e x > r — o. 


g étant une constante <]uelconque. On voit d'abord que, dans ce cas, 
pdx -t- <]dy -H rdz ne sera pas une difTérentielle complète, puisqu'elle de- 
vient g(ydx — xdy), qui n’est pas intégrable; cependant l'équation (L) 
de l'art. 15 sera intégrable d’elle-mème, car on aura 




et toutes les autres différences partielles de p et <y seront nulles; de sorte 
que l'équation dont il s'agit 


dh — r/V = — g*(xdx -t- ydy)t 
dont l'intégrale donne 

A = V — £• (i- J -t- r*) -t- fonct. I , 


valeur qui satisfera donc aux trois équations (F) de l'art. 10. 

A l'égard de l'équation (G) du même article, elle aura lieu aussi, puisque 
les valeurs supposées donnent 





Au reste, il est visible que ces valeurs de p, g, r représentent le mouve- 
ment d'un fluide qui tourne autour de l’axe fixe des coordonnées c, avec 
une vitesse angulaire constante et égale à g 1 ; et l’on sait qu’un pareil mou- 
vement peut toujours avoir lieu dans un fluide. 

On peut conclure de là que dans le calcul des oscillations de la mer, en 
vertu de l’attraction du soleil et de la lune, on ne peut pas supposer que la 
quantité pdx -t- qdy -+- rdz soit intégrable, puisqu’elle ne l’est pas lorsque 
le fluide est en repos par rapport à la terre, et qu’il n’a que le mouvement 
de rotation qui lui est commun avec elle. 


20. Après avoir déterminé les cas dans lesquels on est assuré que la 

M4c. anal. II. 35 
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quantité />dx -+- qdy -f- rdz doit être une différentielle complète, voyons 
comment, d’après cette condition, on peut résoudre les équations du mou- 
vement des fluides. 

Soit donc 

pdx -+- qdy -I- rdz = d<p. 


Z étant une fonction quelconque de ,r, y, z et de la variable t, laquelle est 
regardée comme constante dans la différentielle r/ip, on aura donc 


P — 


È’ 




et substituant ces valeurs dans l'équation (L) de l’art. 15, elle deviendra 


d/i — e/V 


/ d'o 
\ lit llx 


+- 



-+- 


( rf’? 

\ lit il Z 


lllf d'y 
ilx dx' 

il o d'y 
ilx ilx il) 

do il' 9 
dx ilx il z 



{ l ? . d'y dy iP$ \. 

ily dydz dz il z 1 J “' 


dont l'intégrale, relativement à x , y, z, est évidemment 



On pourrait y ajouter une fonction arbitraire de t, puisque cette variable 
est regardée dans l’intégration comme constante; mais j'observe que cette 
fonction peut être censée renfermée dans la valeur de $ : car, en augmen- 
tant <p d'une fonction quelconque T de t, les valeurs de p, q, r demeurent 
les mêmes qu’auparavant, et le second membre de l'équation précédente se 

trouvera augmenté de la fonction , epti est arbitraire. On peut donc, sans 

déroger à la généralité de celle équation, se dispenser d’y ajouter aucune 
fonction arbitraire de t. 

On aura donc, par cette équation, 





valeur qui satisfera à la fois aux trois équations (F) de l'art. 10 ; et la déter- 
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initiation 'de p dépendra de l'équation (G) du même article, laquelle, en 
sul>stituant pour y», q, r leurs valeurs ^ devient 

a- f.f a- -3 — n 
dx' <ty' ^ fit* ~ 

Ainsi toute la difficulté ne consistera plus que dans l’intégration de cette 
dernière équation. 

21. Il y a encore un cas très-étendu, dans lequel la quantité 
pdx -+- qdy -+- rds 

doit être une différentielle exacte : c’est celui où l’on suppose que les vitesses 
p, q, r soient très-petites, et qu'on néglige les quantités très-petites du se- 
cond ordre et des ordres suivants. Car il est visible que, dans cette hypo- 
thèse, la même équation (L) se réduira à 

d*-dX = %dx + ÿLdy+ J*. 

où l’on voit que ~ dx ■+• dy -t- dz devant être intégrable relativement 

à .c, y, 2 , la quantité pdx -+- qdy -f- rds devra l'être aussi. On aura ainsi les 
mêmes formules que dans l’article précédent, en supposant tp une fonction 
très-petite et négligeant les secondes dimensions de ip et de ses différentielles. 

On pourra de plus, dans ce cas, déterminer les valeurs mêmes de x, y, z 
pour un temps quelconque. Car il n’y aura pour cela qu’à intégrer les 
équations 

dx — pdt , dy = qdt, dz — rdt (art. 9), 

dans lesquelles, puisque p, q, r sont très-petites, et que, par conséquent, 
ilx, dy , dz sont aussi très-petites du même ordre vis-à-vis de dt, on pourra 
regarder x, y, z comme constantes par rapport à t. De sorte qu’en traitant t 
seul comme variable dans les fonctions p, q, r, et ajoutant les constantes a, 
b, c, on aura sur-le-champ 

x = a f pdty y = b •+■ fqdt, z — c -j- f rdt. 

Donc faisant, pour abréger, 4> = fqdt, et changeant dans <t> les variables x, 

35 . 
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V, z en n, b, c, on aura simplement 

, rf<t> d<t> 

.r=r« + 7? -, y = b-h-j F , : = e-+- 7E -, 


où la fonclion '!• devra être prise de manière qu’elle soit nulle lorsque t = o, 
afin que n, b , c soient les valeurs initiales de x, y, z. 

Ce cas a lieu dans la théorie des ondes et dans toutes les petites oscilla- 
tions. 


142. En général, lorsque la masse du fluide est telle, que l'une de ses di- 
mensions soit considérablement plus petite que chacune des deux autres, en 
sorte qu‘011 puisse regarder, par exemple, les coordonnées ; comme très- 
petites vis-à-vis de x et y , cette circonstance servira dans tous les cas à 
làeiliter la résolution des équations générales. 

Car il est clair qu’on pourrait donner alors aux inconnues p, q, r, A la 
forme suivante : 

p—p'-\- p"z -t- p m z‘ 

q = q' h- -t- q"z* 


r — r' -+- r" z -t- r m z t 
A = A -f- A z -t - A w 3* -t- . • . , 


dans lesquelles p', p", etc., q', q ", etc., r', r", etc., A', a", etc., seraient 
des fonctions de x, >•, t sans ;; de sorte qu’en faisant ces substitutions on 
aurait des équations en séries, lesquelles ne contiendraient que des diffé- 
rences partielles relatives à x, y, t. 

Pour donner là-dessus un essai de calcul, supposons de nouveau qu’il ne 
s agisse que d’un fluide homogène, où A = 1 ; et commençons par substituer 
les valeurs précédentes dans l’équation (G) de l’art. 10 , et ordonnant les 
termes par rapport à s, on aura 

+ ( «fF 3 r ') • • • 

De sorte que, comme p', p", etc., q', q " , etc., 11e doivent point contenir z, 
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on aura ces équations particulières, 


dp' A,' 

rh i {y 

d.T dy 



ip” 

dx 


o. 


par lesquelles on déterminera d'abord les quantités r”, r" , r'% etc., et les 
autres quantités r', p', p", etc., q', q", etc., demeureront encore indéter- 
minées. 

On fera les mêmes substitutions dans l’équation (L) de l'art, lo, laquelle 
équivaut aux trois équations (F) de l’art. 10 , et il est aisé de voir qu’elle se 
réduira à la forme suivante : 


r/A — dV = adx -+- ffrdy ydz •+■ z(a.'dx H~ jS 'dy -+- y'dz ) 
-+- (a"dx -+- 1 3*dy y“dz) -+- . . . , 


en faisant, pour abréger, 



et ainsi de suite. 

Donc, pour que le second membre de cette équation soit intégrable, il 
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faudra que les quantités 

adx -+- fi/y, ydz -+- z(a'dv -+- fidy ) . y'zdz -+- z* (a"d . r -+- fidy), ■ . . , 

soient chacune intégrable en particulier. 

Si donc on dénote par a une fonction de x,y, t sans z, on aura ces con- 
ditions : 


dfù 

~ dx* 

II 

Jl 

■ïî* 

II 

— Tdx’ 

r-dL,... 

1 *<b 


Alors l'équation intégrée donnera 

A = y' z s -+- . . . , 


et il ne s’agira que de satisfaire aux conditions précédentes, par le moyen 
des fonctions indéterminées a, r p\ p" , etc., q', q”, etc. 

Le calcul deviendrait plus facile encore, si les deux variables y et ; étaient 
très-petites en même temps vis-à-vis de x, car on pourrait supposer alors 

p = p' -h p”? -+■ p m z -i- p"y* + /»>:+ ..., 
q = q' -h q"y -t- q m z -t- fi y* ■+- q r yz -+- . . . , 
r — r' -y- r" y -|- r m z -t- r‘y -t- r’yz 

les quantités p , p", etc., q' , q", etc., r' , r", etc., étant de simples fonc- 
tions de x. 

Faisant ces substitutions dans l'équation (G), et égalant séparément à zéro 
les termes affectés de/, z et de leurs produits, on aurait 




V=o, 


dp" 

ii + 


», 


Ensuite l’équation (L) deviendrait de la forme 

dh — d\ = adx -t- fidy -+- ydz -hy(a'dx -+- fi dy -t- y'dz) 
-t- z(a"dx -t- fi dy -+- y" dz) -f- . . . , 
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en supposant 


o=%+p'£ +îV+'-r. 

>=5T H-î'^+rV*, 



et l’on aurait pour l’intégrabilité de cette équation les conditions 


43 

4r ’ 


a — JJ»' •• • 


moyennant quoi elle donnerait 

A = V -t- / ar/.r -+- fiy -4- yz -+- 

Enfin on pourra aussi quelquefois simplifier le calcul par le moyen des 
substitutions, en introduisant à la place des coordonnées .r, y, z d’autres 
variables £, a, Ç, lesquelles soient des fonctions données de celles-là; et si, 
par la nature de la question, la variable £ par exemple, ou les deux va- 
riables » et £ sont très-petites vis-à-vis de £, on pourra employer des réduc- 
tions analogues à celles que nous venons d’exposer. 


§11. — Du mouvement des fluides pesants et homogènes dans des vases 
ou canaux de figure quelconque. 

23. Pour montrer l'usage des principes et des formules que nous venons 
de donner, nous allons les appliquer aux Suides qui se meuvent dans «les 
vases ou «les canaux de ligure donnée. 

Nous supposerons que le Suide soit homogène et pesant, et qu’il prie 
du repos, ou qu’il soit mis en mouvement par l'impulsion d’un piston appli- 
qué à sa surface; ainsi les vitesses p, q, r de chaque particule devront être 
telles, que la quantité pdx-yqdy -+- rdz soit intégrable (art. 18); par con- 
séquent, on pourra employer les formules de l'art. 20. 



u8o MECANIQUE ANALYTIQUE. 

Soit donc <p (*) une fonction de .r, r, z et t déterminée par l'équation 


(/’$ fi*Q 
+ $ + OÎ 


on aura d'abord pour les vitesses de chaque particule, suivant les directions 
des coordonnées x, y, z, ces expressions : 




Ensuite on aura 





quantité qui devra être ntdle à la surface extérieure libre du fluide (art. 21. 

Quant à la valeur de V qui dépend des forces accélératrices du fluide 
(art. 15), si l’on exprime par g la force accélératrice de la gravité, et qu'on 
nomme £, a, Ç les angles que les axes des coordonnes .r, y, z font avec la 
verticale menée du point d’intersection de ces axes, et dirigée «le liant en 
bas, on aura 


X = — g cosÇ, Y = — ^cos», Z= — #cos£; 

je donne le signe — aux valeurs des forces X, Y, Z, parce que ces forces 
sont supposées tendre à diminuer les coordonnées x, y , z. Donc, puisque 

d\ = Xdx -+- Y dy -+- Zdz , 

on ama, en intégrant, 

V = — gx cos Ç — gy cos * — gz cos £. 

24. Soit maintenant z — a, ou ; — a = o, l'équation d'une des parois 
«lu canal, a étant une fonction donnée de r, y sans z ni t. Pour que les 
mêmes particules du fluide soient toujours contiguës à cette paroi, il faudra 
remplir l'équation (I) «le l’art. 12, en y supposant /t = z — a. On aura donc 

dtf dr, da dz da 

dz dx dx dy djr 


(*) Il ne faut pas croire que toute intégrale de cette équation fournisse la solution du problème : 
la fin du paragraphe montre, au contraire, que la fonction f est assujettie à d'autres conditions. 

(y. Bertrand, ) 
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équation à laquelle devra satisfaire la valeur z = a. Chaque paroi fournira 
aussi une équation semblable. 

De même, puisque A — o est l'équation de la surface extérieure du fluide, 
pour que les mêmes particules soient constamment dans cette surface, on 
aura l’équation 

dX do dX do dX do dX 

_| l — L 1 i — ; 

dt djc dx dy d) dz ds ' 

laquelle devra avoir lieu et donner, par conséquent, une même valeur de : 
cpie l'équation A = o. Mais cette équation ne sera plus nécessaire dès que 
la condition dont il s’agit cessera d’avoir lieu. 

2». Cela posé, il faut commencer par déterminer la fonction 9 . Or, l’é- 
quation d’où elle dépend n'étant intégrable, en général, par aucune méthode 
connue-, nous supposerons que l’une des dimensions de la masse fluide soit 
fort petite vis-à-vis des deux autres, en sorte que les coordonnées z, par 
exemple, soient très-petites relativement à x et y. Par le moyen de cette 
supposition, on pourra représenter la valeur de par une série de cette 
forme, 

<P — 9' -h -+- SV'-I- • • • » 

où p', p*, (p"', etc., seront des fonctions de ,v, y, t sans z. 

Faisant donc cette substitution dans l’équation précédente, elle deviendra 


rfy 

dx ’ 


rfy 

dy 1 


2 <p 





d'y 

dy 




— o. 


De sorte qu'en égalant séparément à zéro les termes affectés des diffé- 
rentes puissances de z, on aura 


rfy _ d’o 

a dx’ 0 dy ’ 

d'y _ d'y 
a . 3 dx' a . 3 dy'' 

d'y d'y 
3 . 4 dx' 3.4 dy'~ 


rfy d'y 

a. 3. 4 dx' i.Hdx'dy' 


d'y 

a. 3. 4 dy' 


Afcc. anal. II. 


36 
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Ainsi l’expression de <p deviendra 

, „ t'/d'f' dH'\ 

'1L9'\ 
>iy : ) 




ad'e 1 il’t j 


•j. 3. 4 \dx' dx'dy' 


il (d!X , iü?*\ 

a. 3 \ dx' dy' ) 


dans laquelle les fonctions $' et p" sont indéterminées, ce qui fait voir que 
cette expression est l'intégrale complète de l'équation proposée. 

Ayant trouvé l'expression de p, on aura par la différentiation celles de p, 
ij, /•, comme il suit : 

, = ii = dï. + - ùl _ El ( *£ , \_jl( i'X + 4ÏU 

' dx dx dx i \ dx‘ dxtty' J a . \ rlx' dxdy * / 

„ _ ii _ d£ . , <hl _ il/ . f*V\ 

' </> </> rfj’ a yîlx'dy dy’ J l.S\dx'dy dy' /. 



Et substituant ces valeurs dans l'expression de A de l’art. 23, elle de- 
viendra de cette forme, 


A = A'-h :A* -+- : 1 A W -H :’A'’q- 

dans laquelle 


- g ( c cos % -h y cos a) -+- ; ( J-) -+- ; (ÿ-) -h £ 


.. de" 

- g co s £ -+- -dL -+- 

de’ de" de' de" „(d'e’ d'e‘\ 

d7 -Ji ■+■ df dy~ * (rfP- + 

• 

i/ </•,.' rfy N 

1 ^ a \ dx ) edx\dx'^ dxd r * / ^ a 1 

k'fr / 

l\dtdx' “ t “ rfrrfy» J 

rf?'/ rfy rfy> 

rf>' \ dx'dy dy’ / 

i , i w , ^i'v _ a (dy . N 

' a \ rfi ! ffy* J a ^ \ rfx* rfy* ; 

)’ 


et ainsi de suite. 


26. Maintenant si s = a est l'équation des parois, a étant une fonction 
fort petite de x et y sans z, l’équation de condition pour que les mêmes 
particules soient toujours contiguës à ces parois (art. 24) deviendra, par les 
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substitutions précédentes, 

" d» d'y' da _ Id'of d'ÿ r/f" da d<f" da\ 

O 1 ^ ,/j- f/j. t{y “ dy' dx dx dy dy ) 


[ d Y 


(#3 + 

rfy > 

. du 

.Mï , 

rfy\rf«| 

[de' 

+ d ï' 

\tlx‘ + 

dx dy * 

'Tr “ 

\tlx'dr ^ 

dy ' ) dy \ 


laquelle devant avoir lieu, lorsqu’on fait z — a, se réduira à cette forme 
plus simple, 

& d.a^X d.a'W 


d. u - d.u 

tlx ity 

dx dy 

d' 

dx* dxdy * 


dr 


1 dx 


dy 

1 *b 


dx a . 3 dy 

-h ... = O, 


a . 3 dx 


et il faudra que cette équation soit vraie dans toute l’étendue des parois 
données. , 

27. Enfin l’équation de la surface extérieure et libre du fluide étant 
À = o, sera de la forme 

A'-t- zA*-t- :’A W -+- =’A”-4- . . . = o; 

et l’équation de condition, pour que les mêmes particules demeurent à la 
surface (art. 24), sera 

dV d? 1 dV , df d\' . . 

W + dïfc+dïdï--*-** 


-f- z 


di° df dV M dV dV u df' M 

\ dt dx dx dx dx dy dy dy dy 

i 

d\" d<£ d *’ dX ” , d*’ d r d)m 

dt dx dx dx tlx dy dy dy dy 

_l(d'o' rfy WV 1 / rfy rfy WV 

j a \ rf.r 1 dxdy'jdx 1 \i/jV| dy ’ J dy j 


r 


. . . = o. 


30. 
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Chassant ; de ces deux équations, on en aura une qui devra subsister 
d'clle-méme, pour tous les points de la surface extérieure. 


Application de ces formules au mouvement d’un fluide qui coule dans 
un vase étroit et presque vertical. 

*28. Imaginons maintenant que le fluide coule dans un vase étroit et à peu 
près vertical, et supposons, pour plus de simplicité, que les abscisses .*• 
soient verticales et dirigées de haut en bas, on aura (art. 23) 

$=o, *1 = 90°, £=9°°; 

donc 

cosÇ=i, oos» = o, oos£=o. 

Supposons de plus, pour simplifier la question autant qu'il est possible, 
que le vase soit plan, en sorte que, des deux ordonnées y et s, les pre- 
mières^ soient milles, et les secondes z soient fort petites. 

Enfin, soient 2 — a et z — fi les équations des deux parois du vase, a et fi 
«•tant des fonctions de .c connues et fort petites. On aura, relativement à ces 
parois, les deux équations (art. 26), 


* ~~d— 


,L *4F 
a ftx 


d.fi 






dx 


d.fi' 


dx 


dx 


1 dx 


— O, 


lesquelles serviront à déterminer les fonctions f et . 

Nous regarderons les quantités z, a, fi comme très-petites du premier 
ordre, et nous négligerons, du moins dans la première approximation, les 
quantités du second ordre et des ordres suivants. Ainsi les deux équations 
précédentes se réduiront à celles-ci, 


, d 9 ‘ 

, ‘ * dx 

* ~ ~dx = °> 


% — 


~dl~ = °’ 


Digitized by Google 


SECONDE PARTIE. — LA DYNAMIQUE. 

lesquelles, étant retranchées l’une de l’autre, donnent 


dx 



a85 


équation dont l’intégrale est (a — fi) = 9, 9 étant une fonction arbi- 
traire de t, laquelle doit être très-petite du premier ordre. 

Or il est visible que a — fi est la largeur horizontale du vase, que nous 
représenterons par y. Ainsi on aura 



et intégrant de nouveau, par rapport à x, 



+ 9, 


en désignant par 3- une nouvelle fonction arbitraire de I. 

Si l’on ajoute ensemble les mêmes équations, et qu’on lasse 
on en tirera 


9 — 


dx ’ 


a -t-Æ 

a 


= M) 


ou, en substituant la valeur de 

dx 



D’où l’on voit que, puisque y, /u, 9 sont des quantités très-petites du pre- 
mier ordre, y" sera aussi très-petite du même ordre. 

Donc, en négligeant toujours les quantités du second ordre, on aura, par 
les formules de l’art. 2», la vitesse verticale 


la vitesse horizontale 



0 

7 
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Ensuite, à cause de eos £ — o, fa quantité A’ sera aussi tacs-petite du 
premier ordre. Par conséquent, la valeur de A se réduira (art. 2o) à 


d$ Ç<tx 
dt J y 


> t s 

7/7 


il 

■7*' 


Cette valeur, égalée à zéro, donnera la figure de la surface du fluide; et 
comme elle ne renferme point l’ordonnée s, niais seulement l'abscisse J et 
le temps t, il s'ensuit que la surface du fluide devra être à chaque instant 
plane et horizontale. 

Enfin l'équation de condition, pour que les mêmes particules soient tou- 
jours à la surface, se réduira, par la même raison, à celle-ci, 


,/y 

dt 


il ü' 

TU ilx 


(art. 27), 


savoir 


,n 8 ,n 

7Ù y Si ~ °» 


laquelle ne contient pas non plus z, mais seulement x et t. 


29. Pour distinguer les quantités qui se rapportent «à la surface supé- 
rieure du fluide, de celles qui se rapportent à la surface inférieure, nous 
marquerons les premières par un trait et les secondes par deux traits. Ainsi 
,r', y', etc., seront l’abscisse, la largeur du vase, etc., pour la surface supé- 
rieure; x", y", etc., seront de même l’abscisse, la largeur du vase, etc., à 
la surface inférieure. 

Donc aussi a', a" dénoteront dans la suite les valeurs de A pour les deux 
surfaces; de sorte que l’on aura, pour la surface supérieure, l’équation 


A — — gx — 


dQ Cdx 

tit 


t ax d$ »• 

I — i 1 - ~T. 1 ï O 

J y dt a y 


6' 


et pour la surface inférieure, l’équation semblable, 


A = 


S x 


„ ,18 rdx* 

dt J y" 


dj 

dt 




Enfin, , — -, = o sera l’équation de condition pour que les mêmes 

particules qui sont une fois à la surface supérieure y restent toujours; et 
— -t- — , = o sera l’équation de condition pour que la surface inférieure 

contienne toujours les mêmes particules du fluide. 
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Cela posé, il faut distinguer quatre cas dans la manière dont un fluide 
peut couler dans un vase; et rbacun de ces cas demande une solution par- 
ticulière. 

, 10 . Le premier cas est celui où une quantité donnée de fluide coule dans 
un vase indéfini. Dans ce cas, il est visible que l'une et l'autre surface doit 
toujours contenir les memes particules, et qu'ainsi on aura pour ces deux 
surfaces les équations 

A = o, A = o, 

et, de plus, 


dV 

dt 

,ir_ 

dt 


b_ tiy 

y ' dx 1 ~ °’ 
B dX" 

/•5P = °> 


quatre équations qui serviront à déterminer les variables .r', .1", 6, 3 en > . 
L’équation A'= o étant différentiée, donne 

dV 


doue 


dV , , 
H‘ dc 


dV 

dt 


dt 


dt = o; 


dV dx' 
dx' dt ’ 


substituant cette valeur dans l'équation 


dV 


6 dV 


dt y' dx' — °’ 


dX' 


et divisant par on aura 


— 

dt 


On trouvera de même, en combinant l’équation A"=o avec l’équation 

6 


dX" dX" dx" „ dx" 

df — ~ dx* HT ’ celle-ct, 


Donc on aura 


Sdt = y'tLd=y"d.c\ 
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équations séparées; par conséquent, on aura, en intégrant, 
f y" dx " — Jy'dx' = /«, 

ni étant une constante, laquelle exprime évidemment la quantité donnée du 
fluide qui coule dans le vase. Cette équation donnera ainsi la valeur de x" 
en x'. 

Maintenant, si l’on substitue dans l'équation A'=o pour dt sa valeur 

'LJüL , die devient 

5 

, Od 6 fdx' û dà 6’ 

H 1 . r I — 7 1 Tl — 1 ”f ~i — O» 

& y </x J y y'dx 2 y 

laquelle, étant multipliée par — y'dx' , donne celle-ci, 

gy'x'dx' - 9d9 Jy~ M* - ^ = o, 

qu'on voit être intégrable, et dont l'intégrale sera 

g Jy'x'dx' — ^ J'y — J9dSr = const. 

On trouvera de la même manière, en substituant à la place de dt 

dans l’équation T — o, et multipliant par — y" dx a , une nouvelle équation 
intégrable, et dont l’intégrale sera 

g f y"dx"—~ J J — J 9 r/3- = const. 

Retranchant ces deux équations l’une de l’autre, pour en éliminer le terme 
J9d$, on aura celle-ci, 

g (Jy”x"dx» - Jy'x'dx’) - ( J J -f - = L, 

dans laquelle les quantités Jy’x l ’dx " — Jy’x'dx' et J'y — J tt expri- 
ment les intégrales de yxdx et de prises depuis x = x’ jusqu'à x = x", 
et où L est une constante. 

Cette équation donnera donc 6 en x’ puisque x " est déjà connue en x', 
par l’équation trouvée plus haut. Ayant ainsi 9 en x’, on trouvera aussi 1 
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• tix* C */ (tv* 

en x' , par l'équation <lt = , dont l'intégrale est t = j — h H, 

H étant une constante arbitraire. 

A l’égard des deux constantes L et II, on les déterminera par l’état initial 
du fluide. Car, lorsque t — o, la valeur de ,r' sera donnée par la position 
initiale du fluide dans le vase; et si l’on suppose que les vitesses initiales du 
fluide soient nulles, il faudra que l’on ait 9 = o, lorsque t = o, pour que 
les expressions p, <j, r (art. 28) deviennent nulles. Mais si le lluide avait 
été mis d'abord en mouvement par des impulsions quelconques, alors les 
valeurs de a’ et a" seraient données lorsque t — o, puisque la quantité A 
rapportée à la surface du fluide exprime la pression que le fluide y exerce, 
et qui doit être contre-balancée par la pression extérieure (art. 2). Or on 
a (art. 29) 


A"-A' = 




, 16 / rdx" i_\ 

s U 7 JY) nv”’ -rr 


donc, en faisant t = o, on aura une équation qui servira à déterminer la 
valeur initiale de 9. 

Ainsi le problème est résolu, et le mouvement du fluide est entièrement 
déterminé. 

31. Le second cas a lieu lorsque le vase est d’une longueur déterminée, 
et que le fluide s’écoule par le fond du vase. Dans ce cas on aura, comme 
dans le cas précédent, pour la surface supérieure, les deux équations 


A' — o et 


d V 6 dV 
lü^ÿ’ dï'~ o; 


mais, pour la surface inférieure, on aura simplement l'équatiorf A' — o , 
puisqu'il cause de l'écoulement du fluide il doit y avoir à chaque instant de 
nouvelles particules à cette surface. Mais, d’un autre côté, l’abscisse x" pour 
cette même surface sera donnée et constante; de sorte qu’il n'y aura que 
trois inconnues à déterminer, savoir, ,r', 9 et 3-. 

Les deux premières équations donnent d’abord, comme dans le cas pré- 
cédent, celle-ci, 

d ( ’ et gy'x'dx' — 9rf9 j~-, 9d3 — « ^ = o; 

Méc. anal. II. . 3^ 
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ensuite l'équation, V = o donner» 


rie C tir" fh V 

3 ïj y^Tü + ÿ~°’ 


oii l’on remarquera que x" , y" et j sont des constantes que nous déno- 
terons, pour plus de simplicité, par /', h, n. Ainsi, en substituant à dt sa 
valeur — — > multipliant ensuite par — y' dx' , on aura l’équation 


gj’y'dx ' — n9d \ 3 — 9d& — = °- 


Donc retranchant de celle-ci l’équation précédente, pour en éliminer les 
termes 9<l$, on aura 

gif—J\ÿd*'— (« — J y) - {jj t — ±y*dx' = o, 

équation qui ne contient que les deux variables x' et 9, et par laquelle on 
pourra donc déterminer une de ces variables en fonction de l’autre. 

Ensuite on aura t exprimé par la même variable, en intégrant l’équation 



et l'on déterminera les constantes par l'état initial du fluide, comme dans le 
problème précédent. • 

32. Le troisième cas a lieu lorsqu’un fluide coule dans un vase indéfini, 
mais qui est entretenu toujours plein à la même hauteur, par de nouveau 
fluide qu’on y verse continuellement. Ce cas est l’inverse du précédent; car 
on aura ici pour la surface inférieure les deux équations 


A"=o et 


dV 6_ dX” __ 
tH _t " y" dx" ~~ °’ 


et, pour la surface supérieure, on aura simplement l’cquation >! — o, à 
cause du changement continuel des particules de cette surface. Ainsi il n v 
aura qu’à changer dans les équations de l'article précédent les quantités x',y' 

r dr' 

— T* 
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Au reste, nous supposons que l’addition du nouveau fluide se fait de ma- 
nière que chaque couche prend d’abord la vitesse de celle qui la suit immé- 
diatement, et qu’ainsi l’augmentation ou la diminution de vitesse de cette 
couche, pendant le premier instant, est la même que si le vase n’était pas 
entretenu plein à la meme hauteur durant cet instant. 


33. .Enfin, le dernier cas est celui où le fluide sort d'un vase de longueur 
déterminée, et qui est entretenu toujours plein à la meme hauteur. Ici les 
particules des surfaces supérieure et inférieure se renouvellent entièrement; 
par conséquent, on aura simplement pour ces deux surfaces les équations 


A' = o, a" = o ; 


mais en meme temps les deux abscisses x' et x" seront données et con- 
stantes, en sorte qu’il n’y aura que les deux inconnues 9 et \ à déterminer 
en t. 

Soit donc 

*'=/. y'=h, Jy=n, x" = F, y" = H, j'^ = N; 

les deux équations a' = o, A ff = o deviendront 


, dO «s . v 

~Sf + Tt n + *h' =°- 

r, ll6 »y fis 9* 
_ ^ + I N + Â + aT’ ==0; 


/S . 6’ 




d’où chassant j- > on aura 


r(f-/)-(N— ■)ï-(dp-i) # ’= 0 ' 


d'où l'on tire 


dt = 


(N — n)d9 

«If-OrfjH.-.T.K 


équation séparée, et qui est intégrable par des arcs de cercle ou des loga- 
rithmes. 

34. Les solutions précédentes sont conformes à celles que les premiers 

37 - 
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auteurs auxquels on doit des théories du mouvement des fluides ont trou- 
vées, d’après la supposition que les différentes tranches du fluide conservent 
exactement leur parallélisme en descendant dans le vase. (/ oyez X Hydro- 
dynamique de Daniel Bernoulli, X Hydraulique de Jean Bernoulli, et le 
Traite des fluides de d'Alembert.) Notre analyse fait voir que cette suppo- 
sition n’est exacte que lorsque la largeur du vase est infiniment petite, mais 
qu'elle peut, dans tous les cas, être employée pour une première approxi- 
mation, et que les solutions qui en résultent sont exactes, aux quantités du 
second ordre près, en regardant les largeurs du vase comme des quantités 
du premier ordre. 

Niais le grand avantage de cette analyse est qu’on peut j>ar son moyen 
approcher de plus en plus du vrai mouvement des fluides, dans des vases de 
figure quelconque; car ayant trouvé, ainsi que nous venons de le faire, les 
premières valeurs des inconnues, en négligeant les secondes dimensions des 
largeurs du vase, il sera facile de pousser l'approximation plus loin, en ayant 
égard successivement aux termes négligés. Ce détail n’a de difficulté que la 
longueur du calcul, et nous n’y entrerons point quant à présent. 

Applications des memes formules au mouvement d'un fluide contenu dans 
un canal peu profond et presque horizontal, et en particulier au mou- 
vement des ondes. 

35. Puisqu’on suppose la hauteur du fluide fort petite, il faudra prendre 
les coordonnées z verticales et dirigées de haut en bas, les abscisses x et les 
antres ordonnées y deviendront horizontales, et l'on aura (art. 23 ) 

cos § = o, cos h=o, cos Ç = I . 

f£n prenant les axes des a: et y dans le plan horizontal formé par la surface 
supérieure du fluide, dans l’état d'équilibre, soit z = a l'équation du fond 
du canal, « étant une fonction de ar et y. 

Nous regarderons les quantités z et a comme très-petites du premier 
ordre, et nous négligerons les quantités du second ordre et des suivants, 
c’est-à-dire celles qui contiendront les carrés et les produits de s et or. 


Digitized by Google 



SECONDE PARTIE. — LA DYNAMIQUE. KC)3 

L’équation de condition relative au fond du canal donnera (art. 2ti) * 

. r/o' . do' 

il. a ~~r~ //«» ~r~ 


fl.T 


S 


th 


d’où l'on voit que ç ' est une quantité du premier ordre. 

Ensuite la valeur de la quantité A se réduira à A'-f- A^z (art. 2a); et il 
faudra négliger dans l’expression de A 1 les quantités du second ordre, et 
dans celle de a" les quantités du premier. Ainsi, à cause de 

cos £ = o, cos » = o , cos £ = i , 

on aura, par les formules du même article, 

t dy’ i ( d ®'y i / 3 if 

A = + ’ * = “*’ 

t >11 aura donc (art. 27), pour la surface supérieure du fluide, l'équation . 

A ' — gz=. o, 

et ensuite l'équation de condition 


dt 


dm' 

. L 

2r 


' dV de' dV ,f Id'e' d'e’\ 

- dï + W~ 8V +8Z °‘ 


L’équation a' — gz = o donne sur-le-champ z = — pour la figure de la 

surface supérieure du fluide à chaque instant, et comme l’équation de con- 
dition doit avoir lieu aussi relativement à la même surface, il faudra qu’elle 

y 

soit vraie, en y substituant à s cette même valeur — • Cette équation devien- 
dra donc par là de cette forme, 


d\' 

lïï 


f/jL‘ 


d.V d -f- 

djr 


— KP =0, 


et substituant encore pour p" sa valeur trouvée ci-dessus, elle se réduira à 
celle-ci, 

de' , , d<f‘ 


dV d -( w -e«)£ W-g*)^ 

H TET~~ H 


= o, 
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daris laquelle il n’y aura plus qu'à mettre à la place de /' sa valeur 


do' 

lïr 


m+wy> 


et l’on aura une équation aux différences partielles du second ordre, qui 
servira à déterminer $' en fonction de x, y, t. 

Après quoi on connaîtra la figure de la surface supérieure du fluide, par 
l’équation 

_d-j t /'VV 1 (‘h'W 

gr/f ag\</.r ) ig V -A ) ’ 

et si l’on voulait connaître aussi les vitesses horizontales p, q de chaque 
particule du fluide, on les aurait par les formules 

/>=£-’ '/=£- ( nrt - 25 )- 

36. Le calcul intégral des équations aux différences partielles est encore 
bien éloigné de la perfection nécessaire pour l’intégration d’équations aussi 
compliquées que celle dont il s'agit, et il ne reste d’autre ressource que de 
simplifier cette équation par quelque limitation. 

Nous supposerons pour cela que le fluide dans son mouvement ne s’élève 
ni ne s'abaisse au-dessus ou au-dessous du niveau qu’infinhnent peu, en 
sorte que les ordonnées z de la surface supérieure soient toujours très-petites, 
et qu’outre cela les vitesses horizontales p et q soient aussi infiniment petites. 

Il faudra donc que les quantités soient infiniment petites, et 

qu'ainsi la quantité <p' soit elle-même infiniment petite. 

Ainsi, négligeant dans l’équation proposée les quantités infiniment pe- 
tites du second ordre et des ordres ultérieurs, elle se réduira à cette forme 
linéaire 

. d ?' 
a. a -, L 


j di 

dy d *JÏ 
d? £ 


(iv 


— g 




dy 

-d- = o, 

/ * 


et l'on aura 


do' 

Pt' 


f/©' 

P = d7' 


d 

7=7#- 


Cette équation contient donc la théorie générale des petites agitations 
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d’un fluide peu profond, et, par conséquent, la vraie théorie des ondes for- 
mées par les élévations et les abaissements successifs et infiniment petits 
d'une eau stagnante, et contenue dans un canal ou bassin peu profond. La 
théorie des ondes que Newton a donnée dans la proposition quarante-sixième 
du second Livre, étant fondée sur la MMWjosition, précaire et peu naturelle, 
que les oscillations verticales des onflrsoient analogues à celles de l’eau 
dans un tuyau recourbé, doit être regardée comme absolument insuffisante 
pour expliquer ce problème. 

37. Si l’on suppose que le canal ou bassin ait un fond horizontal, alors 
la quantité a sera constante et égale à la profondeur de l'eau, et l’équation 
pour le mouvement des ondes deviendra 

dï ~ [ ,/ r > df )' 

Cette équation est entièrement semblable à celle qui détermine les petites 
agitations de l’air dans la formation du son, en n’ayant égard qu’au mou- 
vement fies particules parallèlement à l’horizon, comme on le verra dans 
l’art. 9 de la section suivante. Les élévations 3, au-dessus du niveau de 
l’eau, répondent aux condensations de l’air, et la profondeur a de l’eau dans 
le canal répond à la hauteur de l’atmosphère supposée homogène, ce qui 
établit une parfaite analogie entre les ondes formées à la surface d’une eau 
tranquille, par les élévations et les abaissements successifs de l’eau, et les 
ondes formées dans l’air, par les condensations et raréfactions successives 
de l’air, analogie que plusieurs auteurs avaient déjà supposée, mais que per 
sonne jusqu'ici n’avait encore rigoureusement démontrée. 

Ainsi, comme la vitesse fie la propagation du son se trouve égale à celle 
qu'un corps grave acquerrait en tombant de la moitié de la hauteur de l’at- 
mosphère supposée homogène, la vitesse de la propagation tles ondes sera 
la même que celle qu’un corps grave acquerrait en descendant d’une hau- 
teur égale à la moitié de la profondeur de l’eau dans le canal. Par consé- 
quent, si cette profondeur est d’un pied, la vitesse des ondes sera de 
5,49^ pieds par seconde; et si la profondeur de l’eau est plus ou moins 
grande, la vitesse des ondes variera en raison sous-doublée des profondeurs, 
pourvu qu’elles ne soient pas trop considérables. 


ayli MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Au reste, quelle que puisse être la profondeur de l’eau (*), et la figure de 
son fond, on pourra toujours employer la tliéorie précédente, si l’on sup- 
pose que dans la formation des ondes l'eau n’est ébranlée et remuée qu'à 
une profondeur très-petite, supposition qui est très-plausible en elle-même, 
à cause de la ténacité et de l'adhéiaace mutuelle des particules de l’eau, et 
que je trouve d’ailleurs confirme^pftr l’expérience, même à l’égard des 
grandes ondes de la mer. De cette manière donc, la vitesse des ondes déter- 
minera elle-même la profondeur a à laquelle l’eau est agitée dans leur for- 
mation; car, si cette vitesse est de « pieds par seconde, on aura 


« = = — — -. pieds. 
3o, iyt> 1 


On trouve, dans le tome X des anciens Mémoires de i Académie des 
Sciences de Paris, des expériences sur la vitesse des ondes, faite* par 
M. de la Dire, et qui ont donné un pied et demi par seconde pour cette 
vitesse, ou plus exactement 1,412 pieds par seconde. Faisant, donc 

gg 8 

n — t ,4 1 2, on aura la profondeur a. de — de pied, savoir de — de pouce, 
ou 1 o lignes à peu près. 


DOUZIÈME SECTION. 

DU MOUVEMENT DES FLUIDES COMPRESSIBLES ET ÉLASTIQUES. 

I . Pour appliquer à cette sorte de fluides l’équation générale de l’art. 2 
de la section précédente, on observera que le terme S Aol, doit y être effacé, 
puisque la condition de l'incompressibilité à laquelle ce terme est dû 11’existe 
plus dans l’hypothèse présente; mais, d’un autre côté, il y faudra tenir 
compte de l’action de l'élasticité, qui s’oppose à la compression et qui tend 
à dilater le fluide. 

Soit donc e l’élasticité d’une particule quelconque Dm du fluide; comme 
son effet consiste à augmenter le volume D.cDy Dz de cette particule, et, 

(*) L’hypothèse que fait ici Lagrange n’est pas admissible, même comme première approxima- 
tion. Voyez une Note à la lin du volume. (/. Bertrand .) 
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par conséquent, à diminuer la quantité — D.rD/Ds, il en résultera pour 
cette particule le moment — iS. (D.rDr'Dz) à ajouter au premier membre 
de la même équation. De sorte qu’on aura pour toutes les particules le terme 
intégral — S*5. (DxDjDz) à substituer à la place du terme Sa 8L. Or, 
«I. étant égal à S. (Da;Dy*Dz), il est clair que l’équation générale demeurera 
de la même forme, en y changeant simplement A en — «. On parviendra 
donc aussi, par les mêmes procédés, à trois équations finales semblables 
aux équations (A), savoir, 


(f) 


'(£-*- z ) 


l li 

I).t 

[)£ 

br 

lit 


— O, 


= o. 


Et il faudra de même que la valeur 'de e soit nulle à la surfaçe du fluide, 
si le fluide y est libre; mais s’il est contenu par des parois, la valeur de t 
sera égale à la résistance que les parois exercent pour contenir le fluide, ce 
qui est évident, puisque e exprime la force d’élasticité de ses particules. 

2. Dans les fluides compressibles, la densité A est toujours donnée par 
une fonction connue de t , x, y, z, t, dépendante de la loi de l’élasticité du 
fluide, et de celle de la chaleur, qui est supposée régner à chaque instant 
dans tous les points de l’espace. 11 y a donc quatre inconnues, «, a-, jr, z, à 
déterminer en t, et, par conséquent, il faut encore une quatrième équation 
pour la solution complète du problème. Pour les fluides incompressibles, 
la condition de l’invariabilité du volume a donné l’équation (B) de l'art. 3, 
et celle de l’invariabilité de la densité d'un instant à l'autre a donné l’é- 
quation (H) de l’art. 1 1 . Dans les fluides compressibles, aucune de ces deux 
conditions n’a lieu en particulier, |>arce que le volume et la densité varient 
à la fois; mais la masse qui est le produit de ces deux éléments doit de- 
meurer invariable. Ainsi on aura 


r/.l)//» = o ou bien t/.(AD.rDrDz) — o. 

Donc, en différentiant logarithmiquement -t- — °> et SU * J ' 

Afrc. anal. 11. 38 


I 
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stituant la valeur de . (D.rD>'Dz) (cette valeur est la même que celle de 
o.(DxDjDz) de l’art. 2 de la section précédente, en y changeant d en SI, 
on aura l’équation 


(/>) 


r/A Ddx T)dy D dz 

“Â ■+■ DÏ + TT7 + »T - °’ 


laquelle répond à l’équation (B) de l’art. 3 de la section citée, celle-là étant 
relative à l’invariabilité du volume, et celle-ci à l’invariabilité de la masse. 


3. Si l’on regarde les coordonnées ,r, y, z comme des fonctions des coor- 
données primitives a , b , c et du temps t écoulé depuis le commencement du 
mouvement, les équations (a) deviendront, par des procédés semblables à 
ceux de l’art. Si de la section précédente, de cette forme, 


( r ) 



r/c 

“ Ta 

r r/e 
a • Ua 
h </e 
“ r la 


, r/t 

1 db 

B r r/i 
' dh 

, l> dt 

’ db 


dt 

y r7c = °’ 

I dt 

y Jc = o, 

» dt 

y dc = °’ 


ou de celle-ci, plus simple, 



-r = o, 


dt 
da 
dt 

db = °> 
dt 

T — °> 


ces transformées étant analogues aux transformées (C) et ( D) de l’endroit cité. 

A l’égard de l’équation (b), etr y appliquant les transformations de l’art. 5 
de la section précédente, elle se réduira à cette forme, 


r/A 

A 



les différentielles dit et dB étant relatives uniquement à la variable /. De 
sorte qu’en intégrant, on aura 

A0 = fond, (a, b, c). 

Lorsque / = o, nous avons vu dans l’article cité que d devient = i ; donc, 
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si l’on suppose que H soit alors la valeur de A, on aura 

H = fouet, (a, b , c), 

et l’équation deviendra 

A 8 = II ou bien S = 

c’est-à-dire, en substituant pour 8 sa valeur, 

d.r dy dz dx dy dz d.r dy ds 

\ dît fi h Te r/b ila T rl b r/e r/u 

J rlx r/y f/z r/x t/y riz t/.T. t/y t/z H 

fit: t/b t/a tic t/a t/b t/a t/c t/b û 

transfomiée analogue à la transformée (E) de l’article cité. 

Enfin il faudra appliquer aussi à ces équations ce qu’on a dit dans l’art. K 
de la même section, relativement à la surface du fluide. 

4. Mais si l’on veut, ce qui est beaucoup plus simple, avoir des équations 
entre les vitesses p , «y, r des particules, suivant les directions des coordon- 
nées x, y, s, en regardant ces vitesses, ainsi que les quantités A et », comme 
des fonctions de x, y, z, t, on emploiera les transformations de l’art. 10 de 
la section précédente, et les équations («) donneront sur-le-champ ces trans- 
formées, analogues aux transformées (F) de ce dernier article, 



Dans l'équation (£), outre la substitution de pdt, qdt, rdt, au lieu de dx, 
dy, dz, et le changement de D en d, il faudra encore mettre pour dà sa 
valeur complète, 



d & d & d A 
,/xl’ ■+■ 


r ) 


dt, 


et l’on aura, en divisant par dt, cette transformée, 

dA d A d A dA dp dq dr 

ÂS ’KIy q ■+■ ~Edi r •+■ Tx ■+■ Ty ■+■ Tz — °> 

38. 
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laquelle, étant multipliée par A, se réduit à cette forme plus simple, 


ig) 


//A 

dt 


'L^pI 

iix 


±±±i) 

dr 


KM 

dz 


A l’égard de la condition relative au mouvement des particules à la sur- 
face, elle sera représentée également par l'équation (I) de l’art. 12 de la sec- 
tion précédente, savoir, 


(*') 


d A d A 

!iï+~ P 1E 




en supposant que A = o soit l’équation de la surface. 

5. II est aisé de satisfaire à l'équation (g), en supposant 
dx dfi d-/ 

*P=Tt' a 7=2T’ = 


a, J3, y étant des fonctions de x, y, z, t. Par ces substitutions, l’équation 
dont il s’agit deviendra 

dA d'a d \ 3 d'y 

HT Itdx dtdy ^ diJz ~ °’ 


laquelle est intégrable relativement à t , et dont l’intégrale donnera 


A = F — 


da dfc 
dx ~ dy 



F étant une fonction de x, y, z sans <, dépendante de la loi de la densité 
initiale du fluide. 

On aura ainsi 

d a 

dt 

P ~~ p dx dfi dy ’ 

dx dy dz • 

d l 

dt 

^ dx dfi _‘j2 

dx dy dz 

Ù 

— Ht _ 

r r , dx ti$ dy 

di~dj~dz 
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Soi 


Donc, substituant ces valeurs dans les équations (f), et mettant de plus 
pour s sa valeur en fonction de A, x, y , z, t (art. 2), on aura trois équations 
aux différences partielles entre les inconnues a, J3, y et les quatre variables 
x, y, z, /, et la solution du problème ne dépendra plus que de l’intégration 
de ces équations; mais cette intégration surpasse les forces de l’analyse 
connue. 


6. En faisant abstraction de la chaleur et des autres circonstances qui 
peuvent faire varier l’élasticité indépendamment de la densité, la valeur de 

l'élasticité i sera donnée par une fonction de la densité A, de sorte que ~ 

sera une différentielle à une seule variable, et, par conséquent, intégrable, 
dont nous supposerons l'intégrale exprimée par E. 

Soit, de plus, la quantité \dx -+- Ydy 4- Zdz une différentielle com- 
plète, dont l’intégrale soit V, comme dans l’art. !» de la section précédente. 

Les équations ( f ) de l’art. 4 étant multipliées respectivement par d. r, 
dy, dz , et ensuite ajoutées ensemble, donneront, après la division par A, 
une équation de la forme 


w 






( 


tir 

Jt 


tir 
P tlx 


tir tir \ 

Ty ■+■ r H ) 


dz , 


dont le premier membre étant intégrable, il faudra que le second le soit 
aussi. Ainsi on aura de nouveau le cas de l’équation (L) de l’art. 15 de la 
section précédente, et l’on parviendra, par conséquent, à des résultats sem- 
blables. 


7 . Donc, en général, si la quantité pdx -+- qdy ■+■ rdz se trouve dans un 
instant quelconque une différentielle complète, ce qui a toujours lieu au 
commencement du mouvement, lorsque le fluide part du repos, ou qu’il est 
mis en mouvement par une impulsion appliquée à la surface, alors la même 
quantité devra être toujours une différentielle complète (art. 17 , 18 , section 
précédente). 


Digitized by Google 



3oa mécanique analytique. 

Dans cette hypothèse on fera, comme dans l’art. 20 de la section précé- 
dente, 

pdx -h qdy -+- rdz — dt, 

ce qui donne 



et l'équation (7) étant intégrée, après ces substitutions, donnera 



valeur qui satisfera en même temps aux trois équations ( f ) «le l’art. 4. 

Or K étant = j'~ sera une fonction de A, puisque e est une fonction 

connue de A; donc A sera une fonction de E. Substituant donc la valeur 
de A tirée de l’équation précéflente, ainsi «pic celles de p, q, r, dans l’équa- 
tion (g) de l’art. 4, on aura une équation en «lifîérences partielles de V, la- 
quelle ne contenant <|ue cette inconnue suffira pour la déterminer. De sorte 
que toute la difficulté sera réduite à cette unique intégration. 

8. Dans les fluides élastiques connus, l’élasticité est toujours proportion- 
nelle à la densité ; de sorte qu’on a pour ces fluides c = (A, i étant un coef- 
ficient constant qu’on déterminera en connaissant la valeur de l’élasticité 
poilr une densité donnée. 

Ainsi, pour l’air, l’élasticité est égale au poids de la colonne de mercure 
flans le baromètre ; donc, si l’on nomme H la hauteur du baromètre pour 
une certaine densité de l’air qu’on prendra pour l’unité, n la densité du mer- 
cure, c’est-à-dire le rapport numérique de la densité du mercure à celle de 
l’air, rapport «jui est le même «jue celui des gravités spécifiques, et g la force 
accélératrice de la gravité, on aura, lorsque A = i, 

f = gn 1 1 ; par conséquent, i = gn H, 

oii l’on remarque que «H est la hauteur de l’atmosphère supposée homo- 
gène. De sorte qu’en désignant cette hauteur par h, on aura plus simplement 

i = gh, et, de là, e = g/t A. 
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Donc, puisque E on aura 

E — g/i . /a. 

Or, l'équation (g) de l'art, t peut se mettre sous la forme 

d./A d./A d./A rl./A dp d,l dr 

~nr + -ttp + ~df { t ■+■ ~W:~ r dï + J; + Tz — a - 

Donc, substituant ~ à la place de /A, p, q , r, et multipliant 

[>ar gh, elle deviendra 

, f,l'o d'y d'y\ ,/F. il F. dy ,1F. dy ,1F. , h 

s h {,7? + ap a? j ^ us + 5 a* + # t y + iüTz = 

Il n’y aura donc plus qu’à substituer pour E sa valeur trouvée ci-dessus; 
et cette substitution donnera l’équation finale en ®, 

\7îx' - + * 3ÿ* + Tu') ~~ le ~ dï di ~ "^T dy ~ ~iï «fc 

dy d'y ' de d'y d y d'y 

a dx dxdi 2 dy d) dt 2 dz dzdt 

/ de \ ! d'y / dy\' d’y ( rf’ç, 

V«/x J 2? _ j rfp ~ ^3*/ i?? 

dy dy d'y dy dy d'y dy dy d'y 

1 dx dy dxdy 2 dx dz dxrlz ' 1 dy dz dydz ’ 

laquelle contient seule la théorie-du mouvement des fluides élastiques dans 
l’hypothèse dont il s’agit. 

9. Lorsque le mouvement du fluide est très-petit, et qu'on n’a égard 
qu’aux quantités très-petites du premier ordre, nous avons vu, dans l'art. 21 
de la section précédente, que la quantité pcLi -+- qdy -t- rdz est aussi néces- 
sairement une différentielle complète. Dans ce 'cas donc, les formules pré- 
cédentes auront toujours lieu, de quelque manière que le mouvement du 
fluide ait été engendré, pourvu qu’il soit toujours très-petit, et que, par 
conséquent, la fonction <p soit elle-même très-petite. 

Dans la théorie du son, on suppose que le mouvement des particules de 
l’air est tri-s-petit; ainsi, regardant dans l’équation (») la quantité <p comme 
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très-petite, et négligeant les termes oii elle monte au delà de la première 
dimension, on aura pour cette théorie l’équation générale 

i'Lî £ï\ _ 'Ils _ '11 ^2 _ il il _ il il — 0 . 

ytr’ fi y //s* / /A 1 rf.r rZI" f/j' //s r/s 

Or, en négligeant de même les secondes dimensions de <p dans la valeur 
de E de l’art. 7, on aura simplement 

E = — V' — ’jJ = gh.lb (ari. 8). 

On peut supposer que la fonction <t soit nulle dans l’état de repo6 ou 
d équilihre. On aura donc aussi dans cet état 


et, par conséquent, 


8 


rio 

Tït 


/ t ./A = — V 


= o, 


et 


i — e **\ 


Lorsque l’air est en vibration, soit sa densité naturelle augmentée en rai- 
son de I -I- s à i , s étant une quantité fort petite, on aura donc, en général, 

_ v 

4=^(1 + A-)> 
et de là, en négligeant les carrés de j, on aura 

V 


M = — 


** 




donc 




A l’égard de la valeur de V qui dépend des forces accélératrices, en sup- 
posant le fluide pesant, et prenant, pour plus de simplicité, les ordonnées : 
verticales et dirigées de haut en bas, on aura, par la formule de l’art. 25 
(section précédente), 

V = — g z, 

g étant la force accélératrice de la gravité. Donc l’équation du son sera 

ir/i ( ill 'IIS ül\ g il — £l. 

° ^2? ^ dy* ^ dz* J ^ O ds fit* 

Ayant déterminé <p par cette équation, on aura les vitesses p, r/, r de l'air, 
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ainsi que sa condensation .r par les formules 



10. Si r on ne veut avoir égard qu’au mouvement horizontal de l'air, on 
supposera que la fonction $ ne contienne point z, mais seulement x, y, t. 
Alors l'équation en <p deviendra 



dy' ) = dt ' 


Mais avec cette simplification même, elle est encore trop compliquée 
pour pouvoir s’intégrer rigoureusement (*). 

Au reste, cette équation est entièrement semblable à celle du mouvement 
des ondes dans un canal horizontal et peu profond. Voyez la section précé- 
dente, art. 57. 

Jusqu'à présent, on n'a pu résoudre complètement que le cas où l’on ne 
considère dans la masse de l’air qu’une seule dimension, c’est-à-dire celui 
d'une ligne sonore, dont les particules ne font que des excursions longitu- 
dinales. 

Dans ce cas, en prenant cette même ligne pour l’axe x, la fonction <p ne 
contiendra point y, et l’équation ci-dessus se réduira à 




laquelle est semblable à celle des cordes vibrantes et a pour intégrale com- 
plète 

<P = F(.r -+- / \fgh) -h/(x — t 

en dénotant par les caractéristiques ou signes F et f deux fonctions arbi- 
traires. 

Cette formule renferme deux théories importantes, celle du son des flûtes 
ou tuyaux d’orgue, et celle de la propagation du son dans l’air libre. Il ne 


(*) Cette équation a été intégrée par Poisson, ainsi que l'équation plus generale dans laquelle on 
.suppose f fonction de x, y et r. Voyez les nouveaux Mémoires de l'Académie des Sciences, tome III. 

(/. Bertrand.) 

*9 
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s'agit que de déterminer convenablement les deux fonctions arbitraires ; et 
voici les principes qui doivent guider dans cette détermination. 

fl. Pour les (lûtes, on ne considère que la ligne sonore qui y est con- 
tenue; on suppose que l’état initial de cette ligne soit donné, cet état dé- 
pendant des ébranlements imprimés aux particules, et l'on demande la loi 
des oscillations. 

Faisons commencer les abscisses x à l’une des extrémités de cette ligne, 
et soit sa longueur, c’est-à-dire celle de la flûte, égale à a. Les condensa- 
tions s et les vitesses longitudinales // seront donc données, lorsqup t — o, 
depuis x = o jusqu'à x = a; nous les nommerons S et P. 

Maintenant, puisque s — > et p = '~, si l’on différentie l'expres- 

sion générale de <f> de l’article précédent, et qu'on désigne par F' et f le-, 
différentielles des fonctions marquées par F et _/, en sorte que F'x — - - J ' , 

dfx 

/ x = -j- , on aura 

J rlr 

P = F'(.t -t- t <JgTi) -+-/'(x — ty'gh), 

.V yjgh = F'(x -t- t yfgh) — /'(• r — t y/gh). 

Faisant t = o et changeant p en P et s en S, on aura 

P = F'x + /'.r, S y/ g h = Fc - /'x. 

Ainsi, comme P et S sont données pour toutes les abscisses x depuis 
x = o jusqu’à x — a, on aura aussi dans cette étendue les valeurs de F'x 
et de fx\ par conséquent, on aura les valeurs de p et v pour une abscisse 
et un temps quelconques, tant que .ï± t y/ g h seront renfermées dans les 
limites o et «. 

Mais le temps t croissant toujours, les quantités .r -+- 1 \gh et x — t y fgh 
sortiront bientôt de ces limites, et la détermination des fonctions 

F'(x -+- 1 y/gh ), f{x — t \ gh ) 

dépendra alors des conditions qui doivent avoir lieu aux extrémités de la 
ligne sonore, selon que la flûte sera ouverte ou fermée. 
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12. Supposons d’abord la flûte ouverte par ses deux bouts, en sorte que 
la ligne sonore y communique immédiatement avec l’air extérieur; il est 
clair que son élasticité, dans ces deux points, ne pouvant être contre-ba- 
lancée que par la pression constante de l’atmosphère, la condensation s v 
devra toujours être nulle. 11 faudra donc que l’on ait, dans ce cas, s — o. 
lorsque .r = o et lorsque x — a, quelle que soit la valeur de t, ce qui donne 
les deux conditions à remplir, 

F '(Wff /l ) — /'( — tyjgh) = o, 

F'(« 4- I \Jgh) — /'{a — ty/gTi) = o, 

lesquelles devront subsister toujours, t ayant une valeur positive quelconque. 

Donc, en général, en prenant pour : une quantité quelconque positive, 
on aura 

F '(a4-z)=/>-z) et /'(-z) = F'z. 

Donc, i°tant que z est < a, on connaîtra les valeurs de F'(o -t- z) et 
de f '( — z), puisqu'elles se réduisent à celles de f'(a — z) et de F'z, qui 
sont données. 

Mettons dans ces formules a 4 - z au lieu de z, elles donneront 

F' (a a 4- s )=/'(— z ) = F'z, 

/'(-«- z) = F> + z)=./>-z). 

Donc, a° tant que z sera <a, on connaîtra aussi les valeurs de F' (a «4-z) 
et de /'( — a — z), puisquelles se réduisent à celles de F'z et de /'(« — z), 
qui sont données. 

Mettons de nouveau dans les dernières formules a 4- z pour z, et les 
combinant avec les premières, puisque z peut être quelconque, on aura 

F'( 3n 4- î) ~.V'(a-hz)—/'(a—z), 
/ ' ( _ 2a _ z)=/ '(_ 2) = F'z. 

Donc, 3° tant que z sera < a, on connaîtra encore les valeurs de 
F'(3a 4 -z) et de /'( — a« — z), puisqu’elles se réduisent aux valeurs 
données de F'z et de f(a — z). 

39 - 
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On trouvera de même, en mettant derechef a -h z pour z, 

F'(4« -4- Z) =/'(- 2 ) = F'z, 
f'{ — 3a — 2 )= P'(a-H2) =/'(a - z). 

ü où l'on connaîtra les valeurs de F'{4 « -f- s) et de f'( — 3 « — z), tant 
«pie z sera < a; et ainsi de suite. 

On aura donc île cette manière les valeurs des fonctions F ’ ( .r -+- t \'gi> ) 
et Aef'{x — t \Jgh ) , <|uel que soit le temps t écoulé depuis le commence- 
ment du mouvement de la ligne sonore; ainsi on connaîtra pour chaque 
instant l’état de cette ligne, c'est-à-dire les v itesses p et les condensations s 
de chacune de ses particules. 

11 est visible, par les formules précédentes, que les valeurs de ces fonc- 
tions demeureront les mêmes, en augmentant la quantité t \J gh de an, ou 
de 4 «» h «, etc. De sorte que la ligne sonore reviendra exactement au même 
état, après chaque intervalle de temps déterminé par l'équation 

t \j g h --= 2 fl, 

ce qui donne -= pour cet intervalle. 

Ainsi la durée des oscillations de la ligne sonore est indépendante des 
ébranlements primitifs, et dépend seulement de la longueur a de cette ligne 
et de la hauteur h de l'atmosphère. 

En supposant la force accélératrice de la gravité g égale à l'unité, il faut 
prendre pour l’unité des espaces le double de celui qu'un corps pesant par- 
court librement dans le temps qu'on prend pour l'unité (sect. II, art. 2). 
Donc si l’on prend, ce qui est permis, h pour l’unité des espaces, l'unité 

des temps sera celui qu’un corps pesant met à descendre de la hauteur 

et le temps d'une oscillation de la ligne sonore sera exprimé par ia, ou, ce 
qui revient au même, le temps d’une oscillation sera à celui de la chute d’un 

corps par la hauteur * comme a a à h . 

15. Si la flûte était fermée par ses deux bouts, alors les condensations s 
pourraient y être quelconques, puisque l'élasticité des particules y serait 
soutenue par la résistance des cloisons; mais, par la meme raison, les vi- 
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tesses p y devraient être nidles, ce qui donnerait de nouveau les conditions 

F ' (*>/££)+/'(— t\[gh) = o, 

F'(« -+■ t \fgü) -hf'(a -r- t \fgh) = o. 

Ces formules reviennent à celles que nous avons examinées ci-dessus, eu 
y supposant seulement la fonction marquée par J' négative. Ainsi, il en ré- 
sultera des conclusions semblables, et l’on aura encore la même expression 
pour la durée des oscillations de la fibre sonore. 

Il n’en serait pas de même si la flûte était ouverte par un bout et fermée 
par l’autre. 

Il faudrait alors que s fut toujours nulle dans le bout ouvert, et que p le 
fût dans le bout fermé. 

Ainsi, en supposant la flûte ouverte, où x = o, et fermée, où a - = a, on 
aurait les conditions 

F'(* yfgh) — t yjgïi) = o, 

F'(« -t- t ygh) -h /'(a — t \Jgh) = o. 

D’oii, par une analyse semblable à celle de l’art. 12 , on tirera les formules 
suivantes : 

F'(« 4 - 2 ) =_/'(«_;), /'(-*)= F'z, 

F'(a«-t- z)= — F'z, /'(— « — z) = —f'(a — z), 

F'(3 a + z)= f'(a-z), /'( — aa — z) = — F';, 

F'(4«-t- z) = F':, /'( — 3a — z) = f'(a-z), 

et ainsi de suite. 

Or, tant que z est < a, les fonctions F'z et f'(a — z) sont données par 
l’état primitif de la fibre sonore; donc on connaîtra aussi par leur moyen 
les valeurs des autres fonctions 

F'(a z), F'fîa + z),..., /’( — z), /'( — a — z),..., 

et, par conséquent, on aura l’état de la fibre, après un temps quelconque t. 

Mais on voit, par les formules précédentes, que cet état ne reviendra le 
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même qu'après un intervalle de temps déterminé par l'équation 

t \tçh = 4 «; 

d'où il s’ensuit que la durée des vibrations sera une fois plus longue que 
dans les flûtes ouvertes ou fermées par les deux bouts, et c’est ce que l’ex- 
périence confirme à l’égard des jeux d'orgue qu’on nomme bourdons, et 
qui, étant bouchés par leur extrémité supérieure opposée à la bouche, don- 
nent un ton d’une octave plus bas que s’ils étaient ouverts. 

/ oyez au reste, sur la théorie des flûtes, les deux premiers volumes de 
Turin, les Mémoires de Paris pour 1 76a, et les I\'ovi CommentarU de Péters- 
bourg, tome XVI. 

44 . Considérons maintenant une ligne sonore d’une longueur indéfinie, 
qui ne soit ébranlée au commencement que dans une très-petite étendue, 
on aura le cas des agitations de l’air produites par les corps sonores. 

Supposons donc que les agitations initiales ne s'étendent que depuis 
a- = o jusqu'à x — n, a étant une quantité très-petite. Les vitesses et les 
condensations initiales P, S seront donc données pour toutes les abscisses x, 
tant positives que négatives; mais elles n'auront de valeurs réelles que de- 
puis r — o jusqu’à x = a ; hors de ces limites, elles seront tout à fait nulles. 
Il en sera donc aussi de même des fonctions F'x et f'x, puisquen faisant 
t = o, on a 

P = F'.r -t- f’x, S \ffh = F'.r — f'x , 

et, par conséquent, 

F' x _ P -H » V gÂ p r _ P — S VgÀ 

1 J a 

D’où il s’ensuit qu’en prenant pour z une quantité positive, moindre 
que a, les fonctions F'(x -y t \fgb) et f'[x — t yg/t ) n’auront de valeurs 
réelles que tant qu'on aura x de t ^g/i — z. Par conséquent, après un temps 
quelconque t, les vitesses p et les condensations s seront nulles pour tous 
les points de la ligne sonore, excepté pour ceux qui répondront aux abscisses 
• r — z zpt\fgk. 

On explique par là comment le son se progage, et comment il se forme 
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successivement de part et d'autre du corps sonore, et dans des temps égaux, 
des fibres sonores, égales en longueur à la fibre initiale a. 

La vitesse de la propagation de ces fibres sera exprimée par le coefficient 
y/gA; elle sera, par conséquent, constante et indépendante du mouvement 
primitif, ce que l'expérience confirme, puisque tous les sons forts ou faibles 
paraissent se propager avec une vitesse sensiblement égale. 

Quant à la valeur absolue de cette vitesse, en faisant, comme dans l’art. 12, 
g — i et h — 1 , elle deviendra aussi = i . Or l’unité des vitesses est ici celle 
qu’un corps pesant doit acquérir en tombant de la moitié de l’espace h, qui 
est pris pour l'unité (sect. II, art. 2). Donc la vitesse du son sera due à la 

hauteur -• 

i<». En supposant, avec la plupart des physiciens, l’air 85o fois plus 
léger que l’eau, et l'eau i!\ fois plus légère que le mercure, on a i à i tyoo 
pour le rapport du poids spécifique de l’air à celui du mercure. Or, prenant 
la hauteur moyenne du baromètre de 28 pouces de France, il vient 
333200 pouces, ou 27766 1 pieds pour la hauteur h d'une colonne d'air, 
uniformément dense et faisant équilibre a la colonne de mercure dans le 
baromètre. Donc la vitesse du son sera due à une hauteur de 1 3883 j pieds, 
et sera, par conséquent, de 91 5 par seconde. 

L’expérience donne environ 1088, ce qui fait une différence de près 
d’un sixième; mais cette différence 11e peut être attribuée qu’à l’incertitude 
des résultats fournis par l’expérience. Sur quoi voyez surtout un Mémoire 
de feu M. Lambert, parmi ceux de l’Académie de Berlin, pour 1768 (*). 

16 . Si la ligne sonore était terminée d’un côté par un obstacle immobile, 
alors la particule d'air contiguë à cet obstacle n’aurait aucun mouvement ; 
par conséquent, si a est la valeur de l’abscisse x qui y répond, il faudra 
que la vitesse p soit nulle, lorsque x = a, quel que soit t, ce qui donnera 
la condition 

F'(a -\rtyfgk) -h /'(a — t\Jgh) = o. 

(*) Lapliire a fait connaître la cause probable de cette discordance entre le calcul et l'observation. 
Voyez le cinquième volume de la Mécanique céleste > livre XII , chapitre Ht. (/. Bertrand:) 
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Or on a vu que la fonction /'(a — t \ gh ) a une valeur réelle tant que 
n — t \Jgh — z (art. 14 ); 

donc, puisque 

F '{a-*-tyJgh) — —f'{a—tyjgh), 
la fonction F' (a -+- t\fg/i) aura aussi des valeurs réelles, lorsque 


« — 1 vte* — z > 

c'est-à-dire lorsque 

t y / gh — a — 

Par conséquent , la fonction F' ( x -+- t \/gh ) sera non-seulement réelle lorsque 

•r -|- t y gh — z, 

mais encore lorsque 

J : -h ( \jgh — a a — z; 

’d où il suit que, dans ce cas, les vitesses p et les condensations s seront 
aussi réelles pour les abscisses 

x = ta — s — t y 'gh. 

Ainsi la libre sonore, après avoir parcouru l’espace a, sera comme réllé- 
chie par l’obstacle qu’elle rencontre, et rebroussera avec la vitesse, ce qui 
donne l'explication bien naturelle des échos ordinaires. 

On expliquera de la même manière les échos composés, en supposant que 
la ligne sonore soit terminée des deux côtés par des obstacles immobiles 
qui réfléchiront successivement les fibres sonores et leur feiont faire des 
espèces d'oscillations continuelles. Sur quoi on peut voir les ouvrages cités 
plus haut (art. 13 ), ainsi que les Mémoires de V Académie de Berlin pour 
1 75c) et 1 765. 
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NOTE I. 

.Sur la convergence des séries ordonnées suivant les puissances de i excen- 
tricité qui se présentent dans la théorie du mouvement elliptique; par 
M. V. PüTSEÜX. 


INommons £ 1 anomalie moyenne d’une planète, u l’anomalie excentrique, e l'excentri- 
cité de 1 orbite, de sorte qu’on ait l’équation 

u — esinu = f ; 

on peut désirer de savoir dans quel cas la variable u et les fonctions finies et continues de 
retie variable peuvent être développées en séries convergentes ordonnée» suivant les puis- 
sances croissantes de e. 

Pour répondre à cette question , observons d’abord que f étant regardée comme une con- 
stante réelle et e comme une variable réelle ou imaginaire, l'équation transcendante 

u — e sin u = f 

détermine pour chaque valeur de e une infinité de valeurs de u , dont l’une se réduit i xéro 
pour e = o, tandis que les autres deviennent infinies. Généralement, les valeurs de u cor- 
respondantes à une valeur de e sont inégales; mais, pour certaines valeurs de c, deux 
valeurs de u deviennent égales, et, par conséquent, vérifient à la fois les deux équations 

u — esinu = f, t — ecosu = o, 

dont la seconde est la dérivée de la première prise par rapport à u. Parmi ces valeurs de c, 
il y en a une dont le module est le plus petit; nous nommerons a ce plus petit module, 
lequel dépend d’ailleurs de la constante Ç. 

Gela pose, si 1 on assujettit le module de e i rester moindre que a, et la variable u à 
s annuler pour e = o, u sera une fonction de c complètement déterminée cl qui, pour les 
Ahfc. anal. II. • 
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valeurs réelles A? e, se confondra avec l'anomalie excentrique du mouvement des planètes; 
de plus, cette fonc tion les fonctions finies et continues de celle-là pourront être déve- 
loppées en séries convergentes ordonnées suivant les puissances croissantes de e. 

Ces propositions, qui résultent de théorèmes bien connus (*), étant admises, la question 
revient à déterminer le module? «, ou plutôt, comme ce module dépend de £ , à trouver le 
minimum des valeurs de a qui répondent aux diverses valeurs de Ç : c’est ce que nous 
allons faire en suivant la marche tracée par M. Cauchy. 

Nommons t la hase des logarithmes népériens, et soit 

c = a £ * v ‘ f— 1 

la valeur de e qui a le module o; cette valeur de e, jointe à une valeur convenable de n, 
vérifie à la fois les équations 

u — esinu = f, i — e cos u ~ o. 

On trouve, en ditVérei niant la première par rapport à f, 

. . du . de 

(i-ecosn) - — sitm- =i, 

ou simplement, en ayant égard à la seconde, 


Mais l'équation 


no|is donne 


et , par suite, 


~ a • * ^ 1 


de % d— « dtt _ J _ . da r- 

1 de i da dx t //loi» ci dx r 

e d; a dX,' dÇ 


Mettant pour ~ sa valeur — t il vient 

1 dC n — Ç 

i dlog// dx j 

~ 5^-1 — ~d<T + rf! v— ‘ * 

Supposons maintenant la constante Ç telle, que a prenne* sa valeur minimum : on aura 


(*) y oyez divers Mémoires de M. Cauchy, Comptes rendmt de V Académie des Sciences, tome X , 
et Exercice s de Phy sique mathématique, tome I. 
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et l'équation précédente montre qualors la partie réelle de sera nulle; il en sera 

«le même, par conséquent . de la partie réelle de u — et l’on pourra poser 

p étant une quantité réelle, ou bien 

u = Ç -t- plf—l. 

forions celle valeur de u dans 1a relation 

(a — Ç) cos u = tinu, 

qui résulte de l'élimination de e entre les deux équations 

u — csinu = J, t — e cos u = o : 

il viendra 

p t/ — 1 1 cos£eos(p V— t) — sin J sin(o ^ — t)] = sinf cos(p ij — i)-t- cosf sin(p v — i), 
ou bien 

eosffp v' — i eos ( p v — i ) — siti (p v' — >)] = sinf [cos(p ■+ - p*J — t ùn(p \/ — i)J, 

ou encore 


— ( «P-t-.-P «P-.~p\ . «P — .-p\ 

— j= sin ^— ï — p — — y 

(Chaque membre de cette dernière équation doit être nul séparément; on |>cut donc 


poser, ou 

i p + i P — « 

-p 

P i 


P 2 2 

~°’ a 

p ■ 

ou encore 

CO S Ç = O , 

i'+i-P « p 

-t~P 


2 P 

2 

ou enfin 





w. 

II 

O 

«p + .-p ,p_i -p 


“ 2 

2 


La première solution doit être rejetée, car on en conclurait 

T~) + \— — p » J — °> 


ou bien 






4o. 
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équation imposable, p étant réel. La seconde solution nous donne et l’équa- 

tion en p peut s’écrire 


,+ T^ + 7^W4^**--('7 + rb- t ----)= 0 ' 

ou 

? I V , 5,*« 

1.2 i.a.3.4" 1 " 1.2. 3. 4. 5.6 

011 voit que la quantité réelle et positive p' n’a qu’une seule valeur; en la déterminant par 
«les essais successifs et extrayant la racine carrée, on trouve 

P = ±1,1996783 

On a ensuite 

esinu= u — Ç — p t/— « t ecosu = 1. 
d’où, en ajoutant les carrés, 

c' ~ 1 — p>, 

et, par conséquent, 

r V 1 p' — — V p* — I — I ex ± 0,662 7432 ... y — 1 . 

lotir savoii si le module 0,6627432... de e est un maximum ou un minimum, il faut 

chercher si en adoptant ,mur a cette valeur, on obtient pour une quantité négative 

ou positive. Or l'équation 

<* l»g« __ __ 1 , — - 


nous donne 

•Mais de l'équation 
nous tirons 


11 en résulte 


d 1 log a 


« — Ç 

I du 


* / du \ // J a r ~ — 

h v — (« — t 



* 

— e cos u = 

0 

du 

de 

cosw 

C cos u 

-7- = cosu 
riï 

dV 

sin u 

r sin « " 

du 


1 

1 

rfï 


- Ç).r sin» 

(«—?)*' 

d ’ logo 


{« - Ç)*H- 1 

//’« j 

dV ~ 


(«-«)• 

1 

*1 

] 

u — f par 

P \ f - 

-i. 



d’ioça p>— 1 ,/‘ x 

rr'J- '• 


dv 


P' di‘ 


( ) En supposant, ce qui est permis, Ç comprise entre o et r. 
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Mais le premier membre étani réel , le recoud doit l’ètre aussi \ ou a donc 


et , par suite, 


— 

dV 


<>* 


~d?~~ ~~ ?• 


3 J 7 


Le nombre p surpassant l’uuilé, on voit par là que —^7- est une quantité positive, et 

quainsi la valeur 0,662. . . de a , correspondante à £ = est bien un minimum 
La troisième solution nous donnerait • 


on aurait en même temps 


ou 


par suite 


sinÇ = o. 


Ç = o ou tr ; 


e -4-r“ 



o 


a ? 4 ft‘ 

TTT73'*“7T 2 .3.‘4.5 H “ •* = 0 ; 

p = O, f=±l. 


Il s’ensuivrait a = i, mais cette valeur de a ne peut être qu’un maximum, puisque poul- 
es: ^ «est un minimum, et qu’entre Ç = o et Ç = - il n’y a pas de maximum, non plus 

• v * . ► 

qu entre Ç = - et Ç — K. 

Le nombre trouvé ci-dessus 0,66a 743a... est donc bien le seul minimum de a, et te 
minimum répond à Ç = Ainsi les développements en série dont on fait usage dans la 

théorie du mouvement elliptique .tout toujours convergents, tant que l'excentricité e est 
inférieure à o,66a 743a. . . ; dès que l’excentricité dépasse celte limite, les séries cessent 
d’èlre convergentes, si l'anomalie moyenne est égale à 90 degrés. Mais si l’anomalie 
moyenne est différente de 90 degrés, ces même* séries resteront convergentes jusqu'à des 
valeurs de e supérieures à 0,663743a..., et d’autant plus voisines de 1 que l aitottialie 
moyenne est elle-même plus voisine de zéro ou de 180 degrés. 
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NOTE II. 

Histoire du problème de la détermination des orbites des comètes, 
antérieurement à la première édition de la Mécanique analytique; par 

L AU RANGE. 


Le fameux problème do la déterrai nation de l’orbite d’une comète d'après trois observa- 
tions, sur lequel Newton s'est exercé le premier et dont il ne nous a laissé que des solutions 
imparfaites, a occupé depuis plusieurs grands géomètres $ mais leurs elïorts n’ont presque 
abouti jusqu'à présent qu’à varier et à simplifier à quelques égards les méthodes proposées 
par Newton, sans les rendre plus exactes et plus commodes pour la pratique. 

.le me propose d’exposer dans ce Mémoire l’état de la question , et le résultat des princi- 
pales recherches qu'on a faites pour la résoudre. 

I.e problème considéré analytiquement n’a point de difficulté, rien n’étant plus aisé que 
de le rappeler à deux équation* algébriques entre deux inconnues. Car chaque observation 
de la comète donne immédiatement la position de la droite visuelle qui joint les centres de 
la Terre et de la comète; de sorte qu'en prenant les distances de la comète à la Terre au 
temps des deux premières observations pour les deux inconnues du problème, on peut dé- 
terminer algébriquement les lieux de la comète par rapport aux lieux du Soleil qu’on sup- 
pose connus par les Tables. Ayant ainsi la position de deux points de l'orbite de la comète 
pour deux instants donnés, on détermine: i w la position du plan de cette orbite, c’cst-ànlire 
le lieu du nœud et l'inclinaison; a° les distances de la eomèle au Soleil , ou les rayons vec- 
teurs de l’orbite, avec l'angle intercepté entre ces rayons; d*où, par le-s propriétés connues 
du mouveineut parabolique, on déduit aisément le paramètre delà jiarabole, la position 
de son grand axe, et l’instant du passage de la couicle par son sommet ou par le périhélie; 
et enfin l’expression du temps écoulé entre le» deux observations, expression qui, étant 
égalée à l’intervalle observé, fournit une première équation algébrique. 

On trouve ensuite une seconde équation par le moyen de la troisième observation en 
comparant le lieu observé de la comète avec celui qu’on trouve pour le même instant d’après 
les propriétés du mouvement parabolique. Et l’on voit même que cette comparaison doit 
fournir deux équations, l’une relative à la longitude de la comète, et l’autre à sa latitude; 
en sorte qu’il suffit, pour la détermination du problème, que l’on connaisse seulement la 
longitude ou la latitude géométrique de la comète au temps de la troisième observation. 

Au lieu d’employer pour inconnues les deux distances de la comète à la Terre au temps 
de deux observations, on pourrait prendre d’autres quantité» quelconques, pourvu que ces 
quantités, combinée* avec le» données, déterminassent entièrement la position des deux 
lieux de la comète dan» son orbite autour du Soleil. On pourrait, par exemple, prendre 
pour inconnues les deux rayon* vecteurs de l’orbite, ou les deux longitudes héliocen triques 
de la comète, ou, etc., ou enfin le lieu du nœud et l'inclinaison de l'orbite à l’écliptique. 
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ce qui parait au premier aspect plus simple et plus naturel , puisque ces (leux dernières 
quantités sont indépendantes des lieux de la comète au temps des observations; niais il est 
facile de se convaincre que ce dernier choix des inconnues rendrait le calcul plus long et 
plus compliqué. 

Avant ainsi réduit le problème à deux équations algébriques entre deux inconnues , il tic 
s’agit plusque.de traiter ces équations par les règles connues de l’algèbre : il faudra donc 
éliminer d'abord une des denx inconnues et ensuite résoudre l'équation (ittale. Mais, i" les 
deux équations auxquelles on parvient par l'analyse précédente se présentent sous une 
forme très-compliquée et embarrassée de radicaux qu'il faudrait faire disparaitre avant 
d'entreprendre l'élimination; a" celle élimination demanderait des calculs très-longs et 
ferait monter l'équation finale à un degré si élevé, qu'il serait absolument impossible d'en 
tirer aucun parti. 

Tels sont les obstacles qui rendent la méthode directe tout à fait impraticable et qui ont 
forcé les géomètres à recourir aux méthodes d'approximation. Mais l’approximation même 
présente de grandes difficultés; car pour pouvoir l’employer avec succès il faut connaître 
d'avance les premières valeurs approchées des inconnues dont on cherche la valeur exacte. 
Or dans le problème des comètes rien ne peut nous faire connaître à priori ces valeurs 
approchées dont il faut partir : ainsi il ne reste qu’à tâcher de simplifier le problème par 
le moyen de quelque sup[iosition convenable; et celle qui se présente le plus naturellement 
est de regarder la portion de l'orbite décrite dans l’intervalle des trois observations comme 
rectiligne et parcourue d un mouvement uniforme. Cette hypothèse doit même paraître 
d’autant plus plausible qu’elle a été pendant longtemps l’hypothèse favorite des astro- 
nomes, pour le mouvement des comètes, avant que Newton eut démontré que ces astres 
étaient soumis aux lois générales du mouvement des planètes, et que leurs orbites étaient 
à très-peu près paraboliques. Le grand avantage de celte hypothèse est de réduire la re- 
cherche des vrais lieux de la comète, au temps des observations, à des équations du pre- 
mier degré. Si l'on n’emploie que des observations de la longitude, il en faut quatre , ainsi 
qu'on le voit dans le problème 56 de l' Arithmétique universelle ; mais, en tenant aussi 
compte des latitudes, trois observations suffisent pour la solution du problème: et ce qu'il 
y a de singulier, c’est que si l’on prend pour inconnues le lieu du tueud et l’inclinaison de 
l'orbite, on tombe dans une équation finale du neuvième degré, au lieu qu'en prenant 
pour inconnues deux distances de la comète à la Terre, on parvient directement à des 
équations du premier degré, comme on le voit par la solution que M. liougucr a donnée le 
premier de ce problème dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris pour 
1733 . 

Il est visible que l'hypothèse dont il s’agit s’écartera d'autant plus de la vérité que l'are 
parcouru par la comète dans l'intervalle des observations sera plus grand ; mais aussi , par 
la raison contraire, elle doit s'en approcher d’autant pins que cet arc sera moindre : ainsi , 
en employant des observations peu distantes entre elles, il semble qu’on pourrait du moins 
trouver de cette manière les premières valeurs approchées des inconnues du problème. 
Mais malheureusement ce moyen si simple d’arriver à ce but est trop défectueux pour 
qu'on puisse s en servir sans s’exposer à de très-grandes erreurs. C'est ce que quelques 
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géomètres out déjà remarqué, et ce que je me propose de prouver rigoureusement dans 
le cours de ce Mémoire (*). 

L'hypothèse dont nous venons de parler en renferme réellement deux» Tune que la por- 
tion de l'orbite de la comète soit rectiligne, l'autre qu’elle soit parcourue d'un mouvement 
uniforme : voilà pourquoi cette hypothèse seule suffit pour déterminer tout d’un coup les 
deux inconnues du problème. Si l’on n'adoptait qu’une partie de celle hypothèse, on ne 
pourrait alors déterminer qu’une seule inconnue, et il faudrait chercher l’autre, ou par la 
résolution directe d une équation fort élevée, ou par plusieurs fausses positions. 

Dans la solution que Newton propose à la fin de son petit Traité De sy sternale mundi , 
il regarde l’orbite de la comète comme rectiligne, mais il suppose que les parties décrites 
dans les deux intervalles entre les trois observations soient parcourues avec les vitesses 
réelles que la comète doit avoir au temps de la première et de la seconde observation: 
vitesses qui , par la théorie du mouvement parabolique, sont en raison inverse* des racines 
des distances de la comète au Soleil au temps de ces observations; et il emploie la méthode 
de fausse position pour déterminer une des distances de la comète à la Terre. 

Mais si Ton évite par ce moyen une partie de l’inexactitude attachée à l’hypothèse du 
mouvement rectiligne et uuiforme, il y reste néanmoins encore une lmp grande source 
d’erreur pour qu'on puisse l’employer avec succès. C’est apparemment ce qui a engagé 


(*) Le Mémoire dont parle ici Lagrange fait partie des Mémoires de l'Académie de Berlin pour 
'779* 0,1 trouve, en effet, la preuve analytique de l'insuffisance des considérations dont il est ici 
question. On peut, du reste, substituer à un calcul de Lagrange le raisonnement géométrique sui- 
vant. Lorsque l’on connaît trois observations de la comète, on |»eut déterminer le» positions abso- 
lues de trois droites sur lesquelles elle s’est successivement trouvée à des époques connues; si donc 
nn regarde son mouvement comme rectiligne et uniforme, la droite pai courue est assujettie à la 
double condition de rencontrer trois droites données et de former entre ces droites deux segments 
dont le rapport soit donné. Le problème est en général déterminé; pour le résoudre, on peut remar- 
quer qu’en menant par les droites sur lesquelles sc trouvent les positions extrêmes, deux plans pa- 
rallèles entre eux , la position intermédiaire de la comète sera sur un plan parallèle à ceux-là et dont 
les distances à chacun d’eux sont dans le rapport donné. L’intersection de ce troisième plan avec la 
droite sur laquelle se trouve la position intermédiaire de la comète, détermine complètement cette 
position; malheureusement, il arrive dans le cas considéré que le plan et la droite qui, par leur 
intersection, fournissent le point cherché, sc coupent sous un très-petit angle: si, en effet, on con- 
sidérait pendant le petit intervalle qui sépare les observations, le mouvement de la Terre comme 
rectiligne et uniforme, les trois rayons vecteurs dirigés vers la comète, animée elle-même d'un mou- 
vement rectiligne et uniforme, seraient rigoureusement parallèles à un même plan, et le rayon vec- 
teur intermédiaire ferait un angle nul avec le plan parallèle aux deux autres. Mais l’hypothèse 
n’étant pas rigoureusement exacte, la conclusion ne l'est pas non plus, et l’on doit dire seulement 
que cet angle est très-petit. Or un point déterminé par l’intersection d’une droite et d'un plan très- 
peu inclinés l’un sur l’autre est, comme on sait, fort mal déterminé, et la plus légère variation dans 
les données petit lui faire subir un changement considérable, en sorte que les conditions 'dont nous 
avons fait usage n’étant vraies qu’approximativeraent, il n’y a aucun parti à tirer de la solution 
qu’elles fournissent. (/. Bertrand.) 
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Ncwtou à donner une autre solution du problème des comètes , culièrement indépendante 
de l'hypothèse dont il s'agit, et dans laquelle on aurait égard en même temps à la courbure 
de l’arc parabolique et à la variation du mouvement. 

Pelle est celle qu'on lit à la fin du troisième livre des Principes , et daus laquelle le génie 
inventeur ne brille pas moins que dans le reste de eet admirable ouvrage. 

Newton y donne d’abord un moyen de couper la corde qui sous-tend l'arc parabolique 
parcouru entre la première et la troisième observation , de manière que les parties soient à 
très-peu près proportionnelles aux aires parcourues, et, par conséquent, aux temps em- 
ployés par la comète à décrire deux portions quelconques de cet arc; et il remarque que 
celte proportion devient rigoureusement exacte , lorsque le ]>oint qui sépare les deux parties 
de Pair, tombe au sommet du diamètre qui partage la corde donnée en deux également. 11 
détermine ensuite la vitesse avec laquelle la même corde }K>uiTait être parcourue unifor- 
mément dans un temps égal à celui que la comète emploie à décrire 1 arc; enfin il déter- 
mine la force accélératrice qui dans le même temps ferait décrire, d’un mouvement unifor- 
mément accéléré, une ligne égale à la flèche du même arc, comprise entre le sommet de 

I arc et la corde. .Newton n emploie dans ces déterminations d'autres données que la dis- 
tance du sommet de Parc au foyer de la parabole, et la longueur de la corde, ou celle de la 
flèche; de sorte que comme par les propriétés de la parabole la flèche est égale ail carré de 
la corde divisée par iG fois la distance du sommet de Parc au foyer, et que cette distance 
plus la flèche est égale à la demi-somme des distances des extrémités du même arc au foyer, 
On peut, par le moyen de ces théorèmes, déterminer immédiatement le temps employé à 
décrire Parc parabolique, par la corde qui sous-teud cet arc, et par la somme des rayons 
vecteurs qui répondent aux deux extrémités de Parc. C’est ce que M. Lambert a fait depuis 
dans son beau Traité De orbitis cometarum, où il est parvenu à un des théorèmes les plus 
élégants et les plus utiles qui aient été trouvés jusqu’ici sur ce sujet, et qui a en même 
temps l'avantage de s'appliquer aussi aux orbites elliptiques. 

Pour en revenir à la solution de Newton, voici comment il la déduit des principes qu’il 
a posés. Il choisit trois observations de la comète, dont les intervalles soient peu différents, 
afin qu'au temps de la seconde observation la comète se soit trouvée peu éloignée du sommet 
de Parc décrit entre la première et la troisième. Il mène, dans un plan qu'il regarde comme 
celui dé l'écliptique, trois droites qui soient les projections des rayons visuels tirés de la 
Terre à la comète dans les trois observations, et dont la position est par conséquent connue. 

II prend dans la droite qui répond à la seconde observation un point arbitraire pour la pro- 
jection du lieu de la comète ; de ce point il coupe , dans la droite qui va au Soleil , une partie 
égale à la projection de la flèche qui doit sous-tendre l'arc parcouru dans l'intervalle donné 
entre la première et la troisième observation; et par l’extrémité de cette partie coupée il 
mène une droite dont les parties coupées par les deux lignes qui sont les projections des 
rayons visuels dans la première et dans la troisième observation, soient entre elles comme 
les intervalles entre ces observations et la seconde. Il est visible que cette droite serait la 
projection de la corde qui sous-tend le véritable arc parabolique décrit par la comète depuis 
la première jusqu’à la troisième observation , si t° le point pris arbitrairement pour le lieu 
de la comète dans l’écliptique au temps de la deuxième observation était le véritable; 2 ° si 
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la comète au temps de cette observation s'était trouvée précisément au sommet de l are: 
3° si la corde qui sou s- tend cet arc était coupée par le rayon vecteur du sommet en deux 
parties exactement proportionnelles aux temps employés à décrire les deux parties de l are 
qui sont de part et d'autre du sommet. Connue ces deux dernières conditions ont lieu à peu 
près, Newton se sert de ©cite première détermination de la corde pour en trouver une plus 
exacte, au moyeu du théorème qu'il a donné pour couper la corde dans une raison très- 
approchante de celle des temps. 

Connaissant ainsi la longueur et la position de la corde projetée, il en déduit, au moyen 
des latitudes observées , celles de la véritable corde dans l'orbite, et il compare cette lon- 
gueur avec celle que la même corde doit avoir pour répondre au temps écoulé entre la 
première et 1a troisième observation. Si ces deux quantités s'accordent, c’est une marque 
que les déterminations précédentes sont exactes; et il n’y a plus qu'à décrire l'orbite para- 
bolique par la condition qu’elle passe par les deux extrémités de la corde: ce qui est un 
problème déterminé et résoluble par les principes que Newton a établis dans le premier 
livre. Mais comme il est presque impossible que cet accord ait lieu dans la première opé- 
ration , .Newton prescrit de réitérer la même opération en prenant deux différents points 
pour le lieu de la comète dans l’écliptique au temps de la seconde observation; ensuite il 
coupe, dans les cordes projetées, des parties respectivement égales aux erreurs des opéra- 
tions, et faisaut passer un arc de cercle par les points correspondants, il prend l’intersection 
de cet arc de cercle avec la droite qui est la projection du rayon visuel dans la première ou 
dans 1a troisième observation, pour le vrai lieu de la comète dans l'écliptiquc au temps de 
cette observation. De cette manière, Newton détermine les lieux de la comète dans l'éclip- 
tique au temps de la première et de la dernière observation, et de là il déduit ensuite par 
un calcul direct tous les éléments de l’orbite. 

Ce procédé de Newton serait sans doute plus exact , si au lieu d’un cercle il faisait passer 
une ligne parabolique par les points correspondant aux erreurs des diUérentes opérations: 
mais il faudrait alors avoir un plus grand nombre d’erreurs, et par conséquent multiplier 
davantage les opérations, ce qui allongerait considérablement la recherche dont il s'agit. 
D ailleurs Newton ne regarde encore ces résultats que comme des approximations, et il 
enseigne ensuite à les corriger par des doubles parties proportionnelles. 

Telle est en substance la méthode de Newton, que la plupart de ceux qui ont traité le 
problème des comètes après lui ont passée sous silence, ou n’ont regardée que comme une 
méthode graphique peu exacte et d'tin usage difficile. Tar le détail où nous venons d’entrer 
sur cette méthode, il est facile de juger que les difficultés qu elles renferment naissent du 
fond même du sujet, et qu’on ne saurait employer plus de sagacité et d'adresse pour les 
surmonter. Le but de Newton est de réduire le problème à une seule inconnue, et il y par- 
vient par la considération de la corde qui sous-lend l’arc parcouru entre la première et la 
troisième observation , et par le moycm qu’il donne pour la partager en deux parties pro- 
portionnelles aux aires paraboliques correspondantes. Si Newton avait voulu se contenter 
de sup|K>ser que le rayon vecteur qui répond à la seconde observation partage la corde en 
parties proportionnelles aux intervalles de temps entre cette observation et les deux autres, 
sa solution serait devenue beaucoup plus simple; mais il a peut-être regardé cette suppo- 
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sition comme trop peu exacte, et il ne s eu est servi que pour trouver une première approxi- 
mation, qu'il a soin de corriger aussitôt. 

Cependant, comme dans toute celte recherche il ne s'agit à proproment parler que de 
trouver des valeurs approchées qu’il est facile de corriger ensuite, il parait qu’on peut s’en 
tenir à «vite sup|>OMiion, qui revient dans le fond à prendre, à la place des vrais secteurs 
paraboliques décrits entre les deux premières et les deux dernières observât ions, les sec- 
teurs triangulaires formés par les mêmes rayons vecteurs et par les cordes des arcs par- 
courus entre ces observations; car il est aisé de voir que ces secteurs sont exactement en 
rai>on des parties de la rorde qui sous-lend l’arc entier, décrit entre la première et la troi- 
sième observation. 

Cette remarque importante est due à M. Lambert, qui en a fait le plus heureux 
usage dans sou Traité déjà cité. Mais avant de parler de cet ouvrage je dois faire mention 
de celui que M. Euler a donné en i? 44 sous le titre de Theoria motus Planetarum et 
Cometarum t et qui parait être le premier où le problème des comètes ait été traité analy- 
tiquement. 

M. Euler suppose d’abord que l’are parcouru par la cotnète dans l’intervalle des obser- 
vations est très-petit, moyennant quoi il prouve facilement par la théorie des forces cen- 
trales que dans les points intermédiaires la corde de l’arc est coupée par le rayon vecteur 
eu raison des temps, et il donne une formule assez simple, mais seulement approchée pour 
exprimer la flèche correspondante. 

D’après ces principes et en prenant pour inconnue la distance de la comète à la Terre 
dans la seconde observation , il détermine la position et 1a longueur de la corde qui sous- 
tend l’arc parcouru entre la première et la troisième observation; par conséquent , il trouve 
les lieux de la comète dans son orbite au temps de ces observations; d’où il conclut ensuite 
tous les éléments de l’orbite. 

Jusqu’ici la solution de M. Euler est analogue à celle de Newton; mais pour déterminer 
la valeur de l’inconnue, M. Euler demande une quatrième observation, et en comparant 
le lieu donné par celte observation avec celui que la comète doit avoir dans le merne instant 
dans 1 orbiie trouvée, il parvient à la détermination dont il s’agit parla méthode ordinaire 
de faiiSHC position. 

Cette manière de trouver la valeur de l’inconnue est peut-être plus exacte que celle de 
Newton, surtout si, comme M. Euler le prescrit, on choisit une observation assez distante 
des premières. Mais en même temps on doit avouer qu’elle est moins directe, puisqu’on y 
emploie plus de données qu’il ne faut pour la solution complète du problème. 

L hypothèse de la proportionnalité des parties de la corde aux temps correspondants est 
aussi la base de la solution que M. Lambert a donnée du problème des comètes dans le 
Traité déjà cité. Mais deux choses distinguent surtout cette solution : Tune, c’est le beau 
théorème que M. Lambert y donne pour exprimer le temps employé à parcourir un arc 
quelconque, au moyen de la corde qui sous-lend cet arc et de la somme des deux rayons 
vecteurs qui répondent aux extrémités du même arc, théorème qui par sa simplicité et par 
généralité doit être regardé comme une des plus ingénieuses découvertes qui aient été 
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faites dans Ki théorie du système du monde (*); l’autre , c’est le moyen que M. Lambert a 
imaginé pour se dispenser de tenir compte de la flèche de l’are parcouru, en considérant 
la projection des lieux de la Terrer et de U comète sur un plan perpendiculaire à celui dans 
lequel la Terre, le Soleil et la comète se trouvent au temps de la seconde observation, cl 
qui est déterminé par les deux lignes qui vont de la Terre au Soleil et à la comète. Car il 
est visible que la projection du rayon vecteur de la comète sur le plan dont il s’agit doit se 
confondre avec la projection de la ligne visuelle menée de la Terre à la comète, et dont la 
position est connue par l’observation. D’ailleurs il est clair que si la corde est coupée par 
le rayon vecteur qui répond à la seconde observation en parties proportionnelles aux inter- 
valles de temps, la projection de eette corde sur 1111 plan quelconque doit être coupée de 
même par la projection du rayon vecteur. Donc la projection de la corde sur le plan dont 
nous venons de parler sera coupée en parties prn|K»rt tonnelles aux temps, par la projection 
de la ligne menée de la Terre à la comète dan?, la seenndc observation. Il s’ensuit de là qu’il 
n’y a qu’à prendre pour inconnue la partie de cette ligne projetée qui est comprise entre le 
lieu de la 'l’erre et le point d intersection de la corde projetée, et mener par ce point dans 
le plan de projection ime droite telle, qu elle soit coupée par lignes visuelles menées de la 
Terre à la comète dans la première et dans la troisième observation , et projetée également 
sur le même plan, de manière que les parties soient proportionnelles aux temps écoulés 
entre les trois observations. Cette droite sera la projec tion de la corde, dont on connaîtra 
par conséquent la position et la grandeur. De là 011 trouvera les valeurs des deux rayons 
vecteurs qui joignent eette corde, et enfin le temps que la comète a du employer à parcourir 
Tare sous-tendu par la mémo corde. Ce temps étant comparé avec Tintcrvalle entre la pre- 
mière et la troisième observation, donnera une équation qui servira à déterminer Tin- 
connue. 

M. Lambert trouve que lorsque Tare parcouru est assez, petit, l’équation dont il s’agit ne 
monte qu’au sixième degré ; mais nous avons prouvé (**) qu il est inqiossiblc d’abaisser Té- 
quation finale au-dessous du septième degré, quand même on supposerait les intervalles 
écoulés entre les trois observations infiniment petits. Ayant examiné d’où* peut venir 
l’inexactitude de ce résultat , j’ai reconnu que c’est uniquement parce que M. Lambert prend 
la distance du point du milieu de la corde au Soleil pour la demi-somme des distances des 
extrémités de la même corde au Soleil, c’est-à-dire pour la demi-somme des rayons vec- 
teurs: ce qui n’est pas rigoureusement exact. 11 est vrai que Terreur doit être d’autant 
moindre que la corde est plus petite, de sorte qu’il semble qu’elle devrait disparaître dans 
Tinfinimcnt petit; mais comme celle erreur a toujours une proportion finie avec les autres 
quantité* qui deviennent aussi infiniment petites et d’où dépend la solution du problème, 
il n’est pas plus permis de la négliger qu’il ne le serait de négliger les carrés des différences 
premières dans les équations différentielles du second ordre. 


{•} Nous avons déjà fait remarquer, page 28, que le véritable auteur de ce beau théorème est 
Euler. (/. Bertrand. ) 

(** ) Mémoires tic Berlin, 1379. (J. Bertrand.) 
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Au reste, M. Lambert ne fait point usage de cette équation approchée , ni même de l'é- 
quation générale, pour déterminer l'inconnue. Il abandonne au contraire l'analyse et lui 
substitue une construction, dans laquelle, au moyen do la description d’une courbe qu’il 
fait passer par différents points déterminé* par plusieurs opérations successives, il déter- 
mine lqs vrais lieux de la comète et les éléments de son orbite; ensuite il corrige ces 
valeurs approchées par la méthode différentielle connue. On trouve cette méthode plus 
détaillée et appliquée en même temps à différents exemples dans la III e partie des Jieytrdge 
zum (icbrauche der Mathcmalik, etc. 

Ce que M. Lambert n’a point fait, a été entrepris depuis avec succès par M. Temj»elht>ff 
dans la pièce qui vient de partager le prix de l’Académie. En partant du même principe de 
la proportionnalité des parties de la corde aux temps, et en employant le théorème de 
M. Lambert pour déterminer le temps par la corde et ]>ar la somme des rayons vecteurs, 
>1. Tempelhoff (*) parvient à une équation tinale qui ne contient qu'une seule inconnue 
et qu’il résout par la méthode ordinaire de fausse position. L'application qu’il a faite de 
sa solution à la comète de 1769 en prouve la bonté et futilité. 

Les découvertes de M. Lambert, dont nous venons de rendre compte, ne sont pas les 
seules dont la théorie des comètes lui ait obligation. Ce savant a donné depuis, dans le vo- 
lume de l’Académie pour l'année 1771, un moyen très-ingénieux pour trouver directement 
les distances de la comète au Soleil dans la seconde observation, en considérant la déviation 
du lieu apparent de la comète dans cette observation, par rapport au grand cercle de sphère 
qui passerait par les deux lieux apparents de la première et de la troisième observation. 
M. Lambert remarque que eette déviation est l'effet combiné de la courbure de Tare par- 
couru par la Terre, et de celle de Tare parcouru par la comète dans le même temps. Or la 
première courbure est connue; la seconde l'est aussi à très-peu près par la théorie des forces 
centrales, du moins tant que l'arc est supposé fort petit: ainsi l'on peut former une «•qua- 
tion qui servira à déterminer le vrai lieu de la comète. M. Lambert réduit le problème à 
trouver sur une droite donnée de position un point tel, que la partie déterminée par ci* 
jioinl fasse avec le cube de la distance de ce même point à un autre point donné hors de la 
droite dont il s’agit, un solide donné; et il est facile de se convaincre, en réduisant ce pro- 
blème au calcul, qu’il conduit à une équation du septième degré : ce qui confirme ce «pic 
nous avons déjà avancé plus haut touchant la limite du degré de l’équation finale. On trouve 
11 11 exemple de cette méthode dans les Éphèméridcs de 1777. 

Tels sont les principaux pas que for» a faits jusqu’ici dans la solution du problème des 
comètes. Comme la solution directe et rigoureuse est impossible, du moins dans l’état 
d'imperfection où est encore la théorie des équations, le seul objet qu'011 puisse se proposer 
est de résoudre le problème par approximation. On ne manque pas de méthodes pour cor- 


(*) la? prix proposé par l'Acadcmie fut partagé entre Tempelhoff et le célèbre Condorcet. On 
éprouve quelque surprise en lisant la solution de Condorcet, de la trouver fondée? sur l'hypothèse 
«l'une première approximation obtenue en supposant le mouvement rectiligne et uniforme. On a vu 
plus haut que cette hypothèse est absolument inadmissible. (/. Bertrand.) 
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rigrr par des approximations successives les premières valeurs trouvées. Ainsi ladiflieuln* 
11e consiste qu*à parvenir à une première approximation, et c’est le but «les dilTércntes 
méthodes dont nous venons de rendre compte. Mais res méthodes, quelque ingénieuses 
qu’elles soient, me paraissent laisser encore beaucoup à désirer. Car, i° ces méthodes ne 
sont pas assez directes, n'étant pas tirées des principes de la question envisagée* d’une ma- 
nière générale et rigoureuse, niais plutôt fie considérations particulières et de suppositions 
précaires; a° elles sont assez compliquées et ne peuvent donner que des résultats incertains, 
puisqu’on n’y apprécie point reflet des erreurs cjui doivent naître des suppositions sur les- 
quelles elles sont fondées. La seule circonstance d’où l’on puisse déduire une première 
approximation, est que les observations soient jh*u distantes entre elles; il faut dnne faire 
voir à priori, cl par la nature même des équations fondamentales du problème, Comment 
cette supposition seule peut servir à trouver des valeurs approchées des inconnues; ensuite 
il faut encore assigner des limites entre* lesquelles on soit assuré que doivent tomber les 
véritables valeurs. Ce n'est qu’en observant ces conditions qu’on peut se flatter de panenir 
â une solution satisfaisante du problème des comètes; et c’est l’objet que l’Académie avait 
eu en vue en proposant ce problème pour le sujet du dernier prix de Mathématique. Quoi- 
que les deux pièces couronnées, et celles qui ont eu Y accessit, aient répandu beaucoup de 
nouvelles lumières sur cette question , il parait néanmoins qu elle n’v a pas été envisagée 
sous le point de vue dont je viens de parler, et qu'on peut à cet égard la traiter encore 
comme un sujet entièrement nouveau. Ce sera l'objet d'un autre Mémoire (*). 


(* Cette Notice remarquable de Lagrange fait partie de la coliectiou des Mémoires tir Hcr tin pour 
• 778; on y retrouve la nettoie et la profondeur des admirables Notices historiques qu’il a placées 
dans le premier volume de la Mécanique analytique . Nous avons cru devoir la reproduire, parce 
qu'elle est le développement de ce qui a été dit sur le même sujet à la page 37 du présent volume. Il 
faudrait y ajouter aujourd’hui bien des pages pour compléter l’histoire de ce célèbre problème. Qu'il 
nous suffise de dire que les méthodes mentionnées dans cet article ne sont plus considérées aujourd'hui 
comme méthodes pratiques. Les astronomes emploient presque exclusivement, dans le ras des orbites 
paraboliques, la méthode d’Olbers dont les principes reviennent, au fond, à ceux proposés par 
Lambert. Lorsque l’orbite est elliptique , on a recours le plus ordinairement à U méthode de M . Gauss, 
si clairement et si complètement exposée dans l'ouvrage intitulé Thcoria motus corporum calestium . 
Il est intéressant de rapprocher, de la Notice qu’on vient de lire, la préfacé dans laquelle l’illustre géo- 
mètre de Gbttinguc aborde l'histoire du problème qu’il veut résoudre. Nous devons mentionner aussi 
la méthode proposée par Laplare, qui devient avantageuse lorsqu'on dispose d'un grand nombre 
d'observations irès-exartes et Ircs-rapprnchées. (/. Bertrand .) 


Digitized by Google 



NOTES. 


3ar 


NOTE III. 

Sur ta solution particulière que peut admettre le problème du mouvement 
d’un corps attiré vers deux centres Jixes par des forces réciproquement 
proportionnelles aux carres des distances; par M. J. -A. Sehrkt. 


Lagrange a remarqué, au chapitre III de la secl. Vil (*), que, dans le problème du mou- 
vement d'un corps attiré vers deux centres fixes par des forces réciproquement proportion- 
nelles aux carrés des distances, la trajectoire du mobile peut être une ellipse ou une 
hyperbole qui a pour foyers les deux centres fixes. Et la môme chose peut encore avoir lieu, 
si l'on ajoute un troisième centre fixe placé au milieu de la droite qui joint les deux 
premiers et doué d une aqtion proportionnelle à la simple distance. Le raisonnement 
employé par Lagrange pour établir cette proposition laisse quelque chose à désirer, 
ainsi que nous en avons déjà fait l'observation ; l’objet que nous avons en vue dans cette 
Note est de donner une démonstration rigoureuse du point dont il s’agit. 

Nous conserverons toutes les notations de l’auteur : ainsi la distance des deux premiers 
centres Gxes sera nous prendrons pour coordonnées du mobile les distances r, q à ces 
deux centres et l’angle -y que forme la projection de r sur un plan perpendiculaire à A, 
avec une droite fixe située dans ce môme plan ; enfin , nous poserons r-H q= s et r — q = u. 
La force proportionnelle à la distance, et qui est dirigée vers le troisième centre fixe dont 
nous avons parlé plus haut, peut être décomposée en deux autres dirigées suivant les rayons 
r etq cl respectivement proportionnelles à ces rayons; en sorte que le mobile sera sollicité 
par les deux seules forces 

a e 

a, ]3, y désignant des constantes données. En nommant B, C, H les constantes introduite* 
par les trois premières intégrations et en faisant, pour abréger, 

S = — |j* + (H 4- 5—.) i'+(j + c) s* -+- (V — h' (a + 6) j — 11/»* — B*, 

Usa— |u' 4 - — S)u , + Cü*— **(« — 6)i.— HA*_ B*, 

le problème se trouve ramené aux équations suivantes , où les \ ariables sont séparées, savoir : 

fis du 

?s”7C“°’ 

B h}ds B A’rfu 

(»■— A’Iv'S («•—*>) /U ’ 

H* u* du 

47s — 4/3’ 

(• ) Page joo de ce volume. 
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1rs deux premières de ces équations appartiennent a Ja trajectoire cl la troisième fait 
i onnailre l'élément du temps. Les constantes B , C, 1 1 peuvent être déterminées en se don- 
nant la position du mobile et sa vitesse au commencement du mouvement. Nous suppose- 
rons que cette détermination ail été faite, et alors, en désignant par r,, t„ ç, les valeurs 
initiales de r, s , ç, les équations intégrales du problème seront 



Dans le cas général les intégrales contenues dans le» équations (a) sont des fonctions 
abéliennes , mais elles se léduiscnt a de simples fonctions elliptiques dans le cas de y an o. 
On voit que généralement les réordonnées s et u dépendent l’une de l'autre; en d'autres 
termes, ces quantités .wml toutes deux variables. Cependant il peut arriver que la trajectoire 
du mobile soit une ellipse ou une hyperbole ayant pour foyers et pour centre les trois ren- 
tres lixes; c'est ce que nous allons expliquer. 

La première des équations (i),oùH, C, 11 ont des valeurs délct minées , admet . outre son 
intégrale générale, la solution particulière, 

SC = o, 

«ut sotie qu'on pourra la vérifier en prenant pour s I une des racines de S = o, ou pour u 
l’une des racines de C = o. Mais, pour que cette solution particulière puisse convenir à 
notre problème, il faut d'abord que la valeur initiale S, ou C„ de S ou C soit nulle; il faut 
donc que 1 on ait 



l'indice o indiquant qu il faut substituer t, ou u, à i ou à u. 

En outre, cette condition, qui est nécessaire, tt’est pas suBisanle; car la solution parti* 
culière ne peut résoudre noUx; problème que si la solution générale indiquée par les équa- 
tions (a) est en défaut : ce qui ne peut arriver que si les intégrales définies qu'elles con- 
tiennent, deviennent infinies. Or, pour que les intégrales 

/”<& (” s'tü <” d> 

i, V^S' J, t VS’ i. (s’ — A’) VS ' 

dont l’élément est supposé infini pour s — s,, soient elles-mcnii-s infinies, il faut évidem- 
ment que le polynôme S contienne le faneur s — j, an moins à la seconde puissance; en 
d’autres termes, il faut que l’équation S = o ail au moins deux racines égales à s,. 
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S = S 9 OU II = u 9 , 

si l'on a 
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On conclut de là, comme l a fait Lagrange, que la même section conique qui peut être 
décrite en vertu d’une force tendante à l’un des foyers et agissant en raison inverse du carré 
de la distance, ou tendante au centre et agissant en raison directe de la distance, peut l'être 
encore en vertu de trois forces pareilles tendantes aux deux foyers et au centre. 


NOTE IV. 


Note sur un théorème de mécanique ; par M. Ossian Bonnet. 


Lagrange a montré, à la page ioi de ce volume, que la meme section conique qui peut 
être décrite en vertu d’une force tendante à l’un des foyers en raison inverse du carré de 
la distance ou tendante au centre en raison directe de la distance, peut l'être encore, sous 
certaines conditions, en vertu de trois forces pareilles tendantes aux deux foyers et au 
centre; ce qui , dit-il , est très-remarquable. 

Legendre a été conduit plus tard à une conséqucuce analogue, mais plus explicite, dans 
le Traité des fonctions elliptiques ; on lit, en elTet, à la page 4^6 du tome I er de cet 
ouvrage: 

a Soit A le sommet d'une ellipse dont F et G sont les deux foyers, soit V' la vitesse en A 
» nécessaire pour que cette ellipse soit décrite en vertu de la force A appliquée au foyer F, 
» soit pareillement la vitesse en À nécessaire pour que F ellipse soit décrite en vertu 
» de la force B appliquée à l’autre foyer G; si ces deux forces agissent à la fois sur le mo- 
» bile t*t que la vitesse initiale V soit telle que V 1 = V’ 4- V**, il décrira encore la même 
» courbe, a 

Ces résultats ne sont que des corollaires d’un théorème général que I on peut énoncer 
comme il suit : 

Mêc. anal. IL 4* 
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Tnf.orr.Mi:. — Si plusieurs masses m, ru', m ",. . . , respectivement soumises à l’action 
ries forces F, F', F",. . . , et partant toutes d' un point A avec des vitesses v t , v',, v],. . . , 
de grandeur différente, mais de même direction, décrivent la même courbe ATI! ; la masse, 
quelconque M, soumise à l’action de la résultante des forces F, K', F *,. et partant 
du point A avec une vitesse V, ayant la même direction que les vitesses v», v\, y*,. . . , 
décrira encore la courbe ACB, pourvu que les forces F, F', F* soient indépen- 

dantes du temps et que ta force vive initiale MV| de. la masse M soit égale à la somme 

mv\ 4 - m' d* -4- m”v\'+ ... 

îles forces vives initiales des masses m , m', m ", . . : . 

Démonstration. — Alin d'abréger le discours , appelons mouvements partiels ceux qui 

sont produits par les forces F, F', F", , agissant séparément, et mouvement composé 

crlni que produit la résultante de ces forces. 

Si le mobile M ne décrit pas la courbe ACB dans le mouvement composé , on pourra lui 
faire décrire cette courbe en adjoignant à la résultante des forces F, F', F 1 ', .... une force 
normale convenablement choisie, cl I on aura alors les équations connues 

M '^=X + X'-f- X 7 4- N coso =: 2X 4 - N Cosa , 

ar 

M ^ = Y 4 - Y’ 4 - Y 7 -H . . . -+- N cos/; = SY 4- N cos/3, 

M J '=Z + Z , + Z"+.., 4- X cos y = S Z 4- N cosy, 

« tir ' 

T, y, z représentant les roorrlonnées du mobile au bout du temps f, (X, Y, Z), (X', Y', Z'). 
(X*, Y", Z"),. . ., les composantes respectives prises parallèlement aux axes des forces F, 
F', F",..., N l'intensité de la force normale , et ce , /3 , y les angles que la direction de celte 
force fait avec les parties positives des axes des coordonnées. 

Multipliant la première équation par a dx, la deuxième par idy, la troisième par îdz. 
et ajoutant, il viendra 

d. MY ’ = a dx Z X 4- a dy S Y 4- a dz £ Z . 

V étant la vitesse du mobile au point X, y, s ; mais remarquons que v, v', v ", , . . , étaul les 
vitesses des masses m, m\ m",..., lorsqu'elles passent par le même point dans les mouve- 
ments partiels, on a 

d.mv' =a [\dx 4- Y dy 4 - 7.dz) , 
d.m'v" = a/X'rfx 4- \'dy 4- Z ’dz), 

J.i 7 iV= a(X*<ir 4 -YV»- 4 -Z"<fc) 

On a donc aussi 

d. MV* = d.mv' 4 - d.m'v'* 4- d.m a v"' 4 - . . . = S d.mv' = d.E.mv', 
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d on, intégrant, 
ou si in pl ornent 


f 


MV»BC+Î.tw , î 

MV*= 


en remarquant que, d'après l'hypothèse, cette égalité a lieu au point de déparf. 

Cela nous montre déjà que, pour toutes les positions comme pour la position initiale, la 
force vive de la masse M dans le mouvement que nous considérons, est égale à la somme 
des foret* vives des masses m, m\ m ",. . . , dans les mouvements partiels. 

Il est maintenant bien facile de prouser que la force N est nulle, et par conséquent que 
le mobile M parcourt la courbe A CB dans le mouvement composé. En effet, cette force est 
égale et contraire à la résultante de la force centrifuge «1 des composantes normales des 
forces F, F', F tf v . , \ or la force centrifuge dirigée en sens inverse du rayon de courbure 
de la courbe est , en appelant o ce rayon de courbure. 


MV* 

P 

ou. d’après ce que nous avons démontré, 

mv 1 m% V| 

— -4- ■ — -f- *— — 4- • • • j 

p o p 

d'ailleurs les composantes normales des forces F, F*, F",. . .. sont respectivement égales 

. , me' m'e'* m* if* . , in i» • i 

et contraires a — ? — — » — - — * • • * » puisque les masses m, m , m , . ♦ décrivent ta 

courbe ACB dans les mouvemeuts partiels; il y a donc équilibre entre la force centrifuge et 
les composantes normales des forces extérieures ; par conséquent, la force N est nulle. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, le point complètement libre; s'il était assu- 
jetti à rester sur une surface, le théorème serait encore vrai, car ce dernier ras se ramène 
à celui d'un poiut libre par T introduction d’une force normale à la surface. 
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NOTE Y. 

Sur une manière particulière d'exprimer le temps dans les sections 
coniques, décrites par des forces tendantes au foyer et réciproquement 
proportionnelles aux carrés des distances ; par Lagrange. 


1 . Feu M . Lambert , dans son excellent Traité sur les propriétés des orbites des comètes, 
a démontré ce l>ean théorème, que dans les ellipses décrites par des fortes tendantes sers 
l'un des foyers, et agissantes en raison inverse du carré des distances, le tcmjis employé à 
parcourir un arc quelconque ne dépend que du grand axe, de la corde qui sous-tend l'arc 
(tarcotiru . et de la somme des rayons vecteurs qui joignent les deux extrémités de cet arc ; 
en sorte que ces nuis éléments étant sup|>osés les mêmes, le tem|is sera aussi le même, 
quelle que soit d'ailleurs la forme de l’ellipse. 

I.a démonstration qu’il en donne est purement synthétique , et dé|icnd d’une transfor- 
mation ingénieuse de» secteurs elliptiques de laquelle il résulte que si, dans didérentes 
ellip ses qui aient le même grand axe, on prend de» secteur» tels, que les corde» et les sommes 
des deux rayons vecteurs soient les mêmes , ce» secteurs sont proportionnels aux racine* 
carrées des paramètres respectifs; d’où il s’ensuit que les temps employés à parcourir le» 
arcs de ces secteurs doivent être les mêmes, puisqu’on général le temps est comme Faire 
du secteur divisée par la racine carrée du paramètre. 

Ce théorème offre, comme l’on voit, un moyen de ramener la détermination du temps 
par un arc d’une ellipse donnée , à celle du temps par un are d’une autre ellipse quelconque, 
qui ail le même grand axe, et même au temps par une partie de ce grand axe, en suppo- 
sant que l’ellipse se confonde avec Fixe par F évanouissement de l’axe conjugué, et qu'un 
corps tombe par le même axe en parlant d'une de se» extrémités, et étant continuellement 
attiré vers l’autre, par la même force centrale par laquelle il circulerait dans F ellipse; et 
comme dan» ce dernier ca» l are se confond avec sa corde, qui devient égale à la différence 
des deux rayons vecteurs, il s’ensuit que si l’on nomme a le grand axe de l’ellipse proposée. 
if la somme des deux rayon» vecteurs qui répondent aux deux bout» de l'arc parcouru, c la 
corde sous- tendue par cet arc, le temps employé à parcourir ce même arc sera égal 
au temps qu’un corps qui parcourrait Faxc a de la manière que nous avons dite, mettrait 

à s'approcher de l'extrémité inférieure de cet axe, depuis la distance ■ jusqu’à la 


b — c 

distance 

2 


Or en considérant la chute rectiligne d’un corps poussé vers un point fixe 


par une force = z étant la distance du corps à ce point, on trouve aisément que si ce 
corps part du repos à la distance a , le temps employé à arriver à la distance z sera exprimé 
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par 


donc, si l'on fait 


V 2 F 
b 4- c 


i /* sdi 


b—. 


= ?, 


on aura , pour le temps employé 4 décrire l'arc d'ellipse qui sous- tend la corde c , la diflc- 
renre de ees deux intégrales 


r p a p 2 _ p i <<? . 


expression qui est surtout remarquable en cc qu elle ne dépend que du grand axe de l'el- 
lipse proposée et nullement de son excentricité, et qui fournit par conséquent un moyen 
fac ile de réduire en Table la détermination du temps employé à parcourir un arc d'une 
orbite elliptique quelconque; car si l’un fait 


b ■+• c 
2 a 


r. 



= *, 


en sorte que p = «r, q = as, le temps répondant à la corde c dans l'ellipse dont le grand 
axe est n, sera exprimé par 


i 



or lorsque c = fl, auquel cas on a aussi b = a, r devient = 1 et s = o; et I on o le temps 
depuis une «bscide à l’autre, c'est-à-dire le temps de la demi-révolution; donc, si l'on 
construit une Table qui , pour chaque valeur de y, depuis y = o jusqu’à y = i, donne la 

* aleur corres pondante de j* - i — • divisée par le double de la valeur qui répond h. y = i : 

on n’aura qu’à prendre dans cette Table la différence des nombres qui répondent à 


y 


b -h r 
2 « 



et multiplier ensuite telle différence par le temps de la révolution entière dans l'ellipse 
proposée, pour avoir sur-le-champ le temps répondant à l’arc sous-tendu par la corde c. 

Dans le III e volume des Tables astronomiques tic V Académie (*) (page a5), on trouve 
une pareille Table sous le nom de Chute elliptique des comètes , dans laquelle la première 
colonne, intitulée Distances , représente les valeurs de y en millièmes parties , et la seconde 
colonne, intitulée Temps, donne les nombres correspondants en parties millionièmes. 


(*) De l'Académie de Berlin. (/. Bertrand.) 
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Ce que je viens île dire suffit jiour faire sentir I utilité du théorème dont il s’agit; mais 
ve théorème mérite particulièrement l'attention des géomètres par lui-même, et parce qu’il 
paraît ditlicile d’y parvenir par le calcul; en sorte qu’on pourrait le mettre dans le 
nombre «le ceux pour lesquels l'analyse géométrique semble avoir de l'avantage sur l'ana- 
lyse algébrique. Il est vrai que dans mes recherches sur le mouvement d’un corps attiré à 
la fois vert deux centres fixes par des foires en raison inverse des carrés des distances 
J voyez {*) le tome 1 \ «les Mémoires fie Turin j, j’ai été conduit à ce même théorème, en sup- 
posant que la foire qui agit vers l'un des centres s'évanouisse, et que ce même centre soit 
placé sur la circonférence de la section conique que le corps décrit alors; mais cette mé- 
thode est indirecte et demande des calculs assez compliqués; elle est par conséquent |k*ii 
convenable pour démontrer un théorème qui se distingue surtout par sa simplicité. J'ai 
donc cru qu’il serait avantageux aux progrès de l'analyse d’avoir une voie plus simple et 
plus naturelle jwmr parvenir à ce but , et je me Halte que celle que: je vais proposer ne lais- 
sera rien à désirer sur ee sujet et pourra même être utile dans plusieurs autres occasions. 

2 . S«»ient a le demi-grand axe de l’ellipse prop«)sée, e son excentricité, ç* ranomalm 
excentrique, «pii répond à une anomalie vraie quelconque «, t le temps employé a décrire 
l 'angle u ; on sait que 

i 

/ = a* (? 4- e sinÿ) , 

!«• rapjxirt entre 9 et u étant donné par l’équalion 

V /1 e u 

• a,, Kï= y— ,‘ ang î’ 

<•1 le rayon vecteur r étant exprimé ainsi par ç, 

/• = a ( 1 -+- e cos ç) . 

Os propositions sont liémontrécs dans tous le* livres d’ Astronomie. 

Par le théorème de M. I.ambcn , le temps par un arc quelconque de celte ellipse est 
réduit à la différence des temps par deux arcs d’une autre ellipse qui ait le même grand 
axe ia , mais dont l’excentririté e soit = i, ce qui réduit l'ellipse au grand axe en y fai- 
sant évanouir l’axe conjugué dont la valeur est a <J i — e’, et par conséquent = o lorsque 
e = I. 

Soit a la valeur île y qui répond au commencement de l’arc pour lequel on demande le 
temps; on aura 

I 

a ; [9 — a + e( siiiÿ — si 11 a)] 

pour le temps par l are dont le commencement répond à l’anomalie excentrique z , et dont 
la lin répond à l'anomalie excentrique 9. 11 faut donc réduire celte expression à la difle- 

1 

rence de deux expressions de la forme n*(y-h siuç); donc, si l’on dénote par x etj les 
(*) f’oycz aussi la page io 4 de ce volume. (J, Bertrand. ) 
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deux anomalies excentriques dam l'ellipse où e = i, on aura 

a*[p — ar -f- e(sinÿ — sirice)] = «* (x-f- sin x) — a 1 ( y +• sinjr). 

Donc, comparant ensemble les parties algébriques et les parties transcendantes, on 
ces deux équations 

y — a — je — r , 

r(sinip — $inar) = sinx — si»)» 

d’où I on tirera x et y en ce qui n’a (joint de difficulté. 

En effet , si Ion met la seconde sous cette forme 

/ . . r+r ♦ x —y 

e(smo — siri2i=Qcos sin 

T ' 2 2 

qu 'ensuite on y substitue pour sa valeur — tirée de la première équation 

aura 

. » . f — « x -by 

o «n * — siu«) = a sin 1 cos - > 

' 7 ' 2 2 

tuais 

. . f -+- ût . a — a 

sin 9 — sm a = a cos 1 su» : 

2 2 

donc, divisant de part et d'autre par 2 sin 011 aura 


9 -t- * * + ; 

<? cos — cos : 


d’où l’on tire 
de là , et de ce que 


x -4- y . / . . ? -I- « 

sin = \ / 1 — e 1 cos* ; 

2 V 2 


x — y . » — et 
sin = sin - » 


x — r ? — 

cos =s cos 

2 2 


on tirera sur-le-champ 


• — * / , / ? -4- *\ * -v — a 

: = cos — ~ — w t — c [ cos — - — J -I- e sin — - — t 

y/ 1 — <?* ^cos ) — u sin -- 


Ÿ — a 

sin y = cos 1 

■* ** 


?-*-* 9 — a . 9 — * / */ 

: = e cos — - — cos sin — i / 1 — e T ^ cos -*-j — j » 


a ! V/«- e * (c° 8 “)’i 

ainsi ou connaitra par ces formules les arcs cherchés x etjq en 9 et 2. 


9-4-2 V — * • V — 3 

cos Y = e cos - cos 1 4 - si 11 - 

J 22 


33 r > 


aura 


, on 
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3. Je remarque maintenant que r étant le rayon vecteur qui répond à l'anomalie excen- 
trique ^ dans l’ellipse proposée, si l ou nomme pareillement p le rayon vecteur qui répond 
à l'anomalie excentrique a dans la même ellipse, on aura 


d’où l'on tire 


r = a(t -H e cos 9 ), p = a(i -4- ecosat)^ 

9 4 - a 9 — a 004 9 -+• cos a r p 
e cos cos ■■■■■ = c — - — 1 . 


De plus, u étant l'anomalie vraie qui répond à l'anomalie excentrique 9 , si l'on nomme 
aussi v l'anomalie vraie qui répond à l'anomalie excentrique «, on aura 




tangi» tang 


9 j 1 — e 

â~ V î+* ' 


et il est clair que u — v sera l'angle intercepté entre les rayons r et p ; de sorte que si l’on 
nomme encore 3 la corde qui joint les extrémités des rayons r cl p, ou aura par 1a trigo- 
nométrie, 

â'= r’ 4-p* — a rp cos (u — »<), 

Qu'on substitue dans cette expression à la place de r, p et de u, v leurs valeurs en f et «; 
et pour cela on remarquera que les expressions ci-dessus de tang " et tang - donnent 


et de même 


. «v> — r’ sin y 

sin u = — î. 


a y I — r* sin a 


e4- cos, 


de sorte que, comme cos(u — u) = cosu cos e 4 - sin u sin c, on trouvera 

rpros(u — v) = a*[(e 4- cosy) (e 4- cos or) 4- (■ — e") sin y sin a] 

= a’ [cos (y — *) 4- e(cosy ■+■ cosat) -4- e' (t — sin ^ sin a)], 
r*4- p’ = a’[(i 4- ecosf )’ 4- (t 4- e césar)’] 

= «’[i + ae(cosy 4-cosx) 4- e*(cos’ç -t-cos’ar)]; 

donc enfin on aura 

d* = a’ [a — a cos (y — a) 4- «‘(cos’ÿ 4- cos’ a — a 4- asinosinx)] 

= u’ [a — aeos (tp — *) — e’jsiny — sin«)’J 

= 4 a *[(»i n tZlf)’_ e »( > i n ^ co ,L±^)’] ; 


et tirant la racine carrée 


â = an sin 1 — e * ^ cos " * j * 
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Faisant donc ces substitutions dans les expressions ci-dessus de cosx et cosy, on aura 

r+p — $ 


p -4- i 

I V = I, 


et de là 


o(i-r-cosr) 


r -+• p — o 


o(t -t- cos'/) = 


r + f-t-t 


Or x et j étant deux anomalies excentriques dans l'ellipse où e = I , si l’on nomme p et q 
les rayons vecteurs correspondants, on aura * 

ÿ = a(i-f-cosy); 

r -t- p-t-i 
q = 2 ’• 

et le temps employé à parcourir l’arc sous-tendu par la corde d dans l’ellipse dont l'excen- 
tricité est c, sera égal à la différence des temps qui répondent aux rayons vecteurs p et q 
dans l’ellipse où e = t ; mais nous avons déjà vu que cette ellipse se confond a\cc l’axe, et 
que ses deux foyers tombent aux extrémités de Taxe a a: donc le temps dont il s'agit sera 
égal au temps employé à parcourir dans cet axe la partie interceptée entre les abscisses 
p et q\ ce qui est le théorème de M. Lambert, 

4. Quoique la démonstration précédente soit assez, simple, il semble qu’on pourrait la 
simplifier encore, en employant immédiatement le rayon vecteur à la place de l’anomalie 
excentrique; nous allons donc envisager la question de cette manière, et sans faire usage 
des propriétés connut» de l'anomalie excentrique. 

Pour cela, nous remarquerons que le temps employé à décrire un arc quelconque d 1 une 
section conique, par un corps attiré vers l’un des foyers de celte section en vertu d’une force 
en raison inverse du carré de la distance, est toujours proportionnel à Faire du secteur 
compris par l’arc dont il s’agit et les deux rayons vecteurs menés du foyer aux extrémités 
de cet arc, divisée par la racine carrée du paramètre de la section conique; c’est ce que 
Newton a démontré le premier et une foule d'auteurs après lui. 

Or si l’on nomme r le rayon vecteur, ÿ l’angle de ce rayon avec le grand axe, p le demi- 
paramètre de l'orbite, c son excentricité, on a par la nature de l’ellipse 




donc 


p = «(i q- cosx) , 

r p — <? 
* 


■ e cos y 


donc, comme l’élément du secteur décrit par le rayon r est exprimé par — — > si l’on 


Met. anal. II. 


43 
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« 

suhsliiui- <laus celle <‘\pn'i»sion la valeur de <1® en r tirée de l'é>|uation précédente, et qu'on 
la divise par <fj>, on aura l'élément du temps employé à parcourir l'arc do égal à la quantité 

v'/’dr 



Niais en nommant u le demi-grand axe de l'ellipse, on a 


substituant donc - à la place de i — e*, el multipliant le liant et le bas de la fraction par 


*=• on aura pour l'élément dont il s’agit 
SP 


rdr 


G 


p *+• i r 


Dont , si l’on fait ras az et qu'on remette i — c " à la place de on aura cette formule 
di lièrent ielle 

• » 

a'tdt 

•r — ♦ 

\C* — I -f- 2 S — t * 


dont l'intégrale prise, par exemple, depuis z = m jusqu'à z = n, donnera le temps em- 
ployé à parcourir l’angle compris entre les rayons vecteurs ma et no. 

5. Soit 5=i — u , la formule précédente deviendra 


dont I intégrale est évidemment 


«* («d/t — du) 
y<r* — «* 


~Z ( ^ * , y \ 

«M arc .cos - — vc — « 1 ÿ 


el la question se réduira à faire en sorte que la différence de deux intégrales de celte espère 
powr deux dilVérenles valeurs de «, soit égale à la différence de deux autres intégrales sem- 
blables, mais dans lesquelles la constante c soit = i . Ainsi il faudra satisfaire à l'équation 


arc. co» - — Ve* — //* — arc. cos 4- 'Je * — r* 
e e 

— arc.cosx — v i •— ? — arc. cos » -f- V i — y*, 

laquelle, en comparant la partie algébrique avec la partie algébrique et la transcendante 
avec la transcendante, se partage en ces deux-ci : 

Ve* — n * — Ve* — r*= V* — X* — V* — y’, 
u s 

arc. cos - — arc. cos = arc.cosx — arc. cos r. 
e c 
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dont la seconde donne par les théorèmes connus 

«u -f- \e‘ — «’ y le’ — s' . —, / i 

- = J> i- y i — <’ V i ) ’ ; 

r‘ * 

et ces deux équations serviront à déterminer x et y en s et u . 

H. Faisons, pour abréger, 


Ve* — u 1 — e * — s t = m , 
u* -4- t/e* — u * ^ — i* ^ 


et les équations dont il s'agit deviendront 

(i) Vi — x* — )/T — J’ai»/, 

(a) Jr + V I — x’ V I — J* = n. 

Or l'équation (i) étant carrée et ensuite ajoutée à l'équation (a) multipliée par a, on 
aura 

2 — x* — y* - h» xy = m* H- a // ; 


d'où Ton tire sur-le-champ 


x — y = V 2 — a « — »r 


Fnsuiie l'équation (i) étant Tnultipli«*e par v i — x*-f- — y’ et divisée par m donne 

/T- X* -1- = ^-—5' : 

j» 

cette équation étant carrée et ensuite retranchée de l'équation (a) multipliée par a, on a 


a xv — a x* -H y* = 2 « — 




’ ^ ' ni 


et substituant pour (jr — ) )’ sa valeur ci-dessus 

î + îii — (x-t- y)* 

d'où l'on lire immédiatement 

i4- r = my/^ 


2 — ? n — w 


Ainsi , connaissant la somme et la différence de x et y, on aura chacune de ces deux quan- 
tités. 

43 . 
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Donc le temps employé à parcourir l’arc compris entre les rayons vecteurs <2(1 — u), 
n (1 — i) , dans une ellipse dont le demi-grand axe serait a et l'excentricité r, sera égal au 
temps employé à parcourir l’arc compris entre les rayons vecteurs <z(t — .r), «(1 — 
dans une autre ellipse qui aurait le même grand axe et où l'excentricité serait = 1, c'est- 
à-dire égale au temps employé à parcourir dans le grand axe même la différence de ces 
rayons. 

7 . Il reste encore à prouver qu’en nommant aq la corde qui joint les deux rayons vec- 
teurs a ( 1 — u) et a ( 1 — s ) , 011 aura 


tt-w+7 


t* -h $ — 0 

et y = 

J 2 


Pour cela, je remarque d'abord que l'on a entre -» y -y n les mêmes équations 

qu'entre x, y , ni , n, ce qui est visible par les premières formules du numéro précédent; 
donc en changeant ces dernières quantités en celles-là dans les formules finales du même 
numéro, on aura aussi 

u — s / m* «4-1 w 

= V/a— 2/1 — et = - \/ > 

e y c* ce y 1 — n 

savoir 

u — j = ^( a — a « ) e* — m* et u -f- s = m y—~ • 

mais on a 

1 « / 1 -H n 

X — y = y 2 — an — m et j + y = m w ; 

donc 

. — #)*■+• (? — /**J « s 

x -4 -y = 11 + s et x — y = — • . 

Pour introduire maintenant la corde aq, je renian|ue que si l'on nomme > et n les coor- 
données rectangles de l'ellipse prises depuis le fover, et dont l’une J soit dans le erarid axe. 
on aura ^ 

J* -f- »’ = r* et ? = r ros f , 


de sorte que par l'équation de l’ellipse 


;) = r(i + e casa), 
p = r 4 -e{; 
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Mettant o(t — e* ) à la place de p, cl «z = fl{t — u) à la place de r, on aura 
' e 1 ' r 

nommant de même r/ les coordonnées qui répondent au rayon vecteur a(i — 5), on 
aura 

w / O . >. f O i \ • 

ï =-(*—«*)» » = — J — 

Or il ml évident que la corde qui joint les extrémités des deux rayons est égale a 


V(t-ïT-M»— *')■} 

donc ayant d* ; jà nommé cette corde aq, on aura 


et pa 1 conséquent 
Ayant donc 


— V(« — •) '+ (■ — u ‘— v'e 1 — **)' 

e 

q = x-y. 

i + y = « + f et x — j = q. 


U 4-l-t -q 
X = 1 


/ = 


u -t-i — 9 


Cette démonstration du théorème dont il s'agit a, ce me semble, toute la simplicité qu'on 
y peut désirer. 

8 . De là résulte donc ce théorème analytique assez remarquable, 

riir c d ■ tds ; il r 

\/- r +*:-7 \ Z 3z ~7 

<■11 supposant 

r = a(i-‘u), p=za(i — t), z = a(i — x), J=n(i— jr). 

r — — 9 

J 2 


7 = - y 1 (1, — s)' 4- ( « — «* ) (Ve’— «’ — Ve’ — s»)* ; 


ce qui donne 


r » _ _ r -f- p ay / -t- p — an 

u = i 1 f = t — X = I L > r = 1 -i L : 

/I /l m ' e» /I 
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,tf/ y r -+• a — «y 


"v - ' r \/ (> - ? )’ •+■ r ( \J- /> ■+■ » - r - - y/- p + * f - - £) 

H. Voyons maintenant comment on peut généraliser ce tli<!Orèmi' , et considérant pour 
«via la formule dilléreulielle 

rdr 

VH + Mr+Nr»’ 

cherchons à la réduire à la somme ou à la différence d'autres formules semblables qui con- 
tiennent des coefficients arbitraires. Pour y parvenir de la manière la plus générale et la 
plus simple , je sup)>ose 

Vil + Mr + Kr'=s A H- Br «+• Qs , 

< étant une nouvelle variable, et A , H, C des eoeflîcieiits constants quelconques: il est clair 
qu'en ôtant rirrationualité , on aura une équation du second degré entre r et 5. De celte 
manière, la diflérenticlle proposée se changera d’abord en celle-ci 

rdr 

À -f- Br-f-CY 

Maintenant j«‘ prends deux autres variables x et y* el j e suppose 
r — * +■ y* s=zxy', 

en soin* que les quantités r et s demeurent les mêmes en échangeant r et y entre clics; on 
aura ainsi 

isrrx — .r* t= ry — y*. 

Or 1 « quation entre r et s étant carrée et ensuite différentiée donne 

fM + aNr — aH(A + B/-h Ci)]dr — aC(A -f- Br -fr- C*)d* = o: 


dr -= xdr H- (r — ax)dx = xdr-f- ( y — x) dx; 


donc substituaiil 


[M+aftr— *( B + Cx) (A -t- Br-hCs)]dr — îC(r — x) (A -t-Br-f- C«)dx = o; 

donc, à cause de r = on aura 

rdr aC(x* — -* 3 )d-r 

a B r c .« ftlH-aNr— a(B <fGa) (A -+- Br -i-Cr) 

Changeant x en y , on aura donc aussi 

rdr aCf * 1 — r’)dr 

A + Br + Ci " M 4 - 2 N r — 2(B + C /) (A-f Br-f-Cx ) 1 
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i4 i 


d-r d.j 

M+aNr — s(B + Cx)(A<f Br-hCi) M + aNr — a(B 4 -Cj (A-f>Br-(<C/)' 

donc, en prenant une quantité quelconque A, on aura en général 

ràr _ _ rdr 2 (?(«*•+• A)dx 

A + Br + Ci ^ H >| r ry M -h a N r — a i( B -+- C r V B/ . C- 

:* (1 r* h ' ü/ 

M -f- 2 !S r — 2 B 4 Cy ) A ♦ B/- + Ci } 

Maintenant j'ai, à cause de .« = rx — j r*, 

VH -f- A17+4N r* = A 4 - ( Il 4- Cx) r — Ci 1 , 
d’où l’on tirera r en x. 

Pour cela 4 je cane cette équation et je Pardonne par rapport à r, j’ai 

p — (B + C.r)*]r*-H [ M — a (B -h Cx) (A — Cj'|] r-f-H — (A — Cx*)*ts* o: 

d’où je lire, en multipliant par 4 N — 4(B4-Cx) > * complétant le carré et extrayant la 
racine, * 

a[.N -(ll + Cx)«]r 4 - M — a (B 4- C.r) ( A — Cx’) = VX. 
en faisant, pour abréger, 

X = [M — 3 (B + C.r) (A— Cx 1 )]’ — 4[N-(B4-Cx)*J [H — ( A — Cx*)> ]: 

or le premier membre de l'équation précédente se réduit à 

M -H a K r — a (B 4 * Cx) (Br 4- Crx 4- A — Cx*) , 

savoir à 

M 4- aNr — a (B 4 - Cx) (A 4- Br 4 - Cjt)* 

Ainsi on a 

M 4 - aNr — à (B 4 - Cx) (A 4- Br 4- Ci) = y X. 

et changeant X en y, ou aura pareillement 

M 4-3 Nr — a (B 4 - Cj) (A 4- Br -4- Ci)= vY, 
où Y sera une fonction de y semblable à la fonction \ de x. eu sorte que I 011 aura 

Y = [M — a(B 4- Cy) (A — C j*) f |* — 4| >• — («H- C r*)’ J [II— (A— Cy * )* J, 

et l oti remarquera que l'on peut prendre dans les équations précédentes les radicaux eu -r 
ou en — à volonté. 

Faisant donc ccs substitutions dans l'équation ci -dessus, et prenant le radical y \ en — 
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»’l le radical y Y en -r-, on aura enfin 


NOTES. 


rdr jC(/ 1 + A)dx iC(y*-f- h) A y 

y H Hh M r *+- Pi r 1 \ X y Y 

h êianl une quantité quelconque; où l’on voil qu'en supposant h constante, la différentielle 
proposée est réduite à la différence de deux autres différentielles analogues, mais beaucoup 
plus générales. 

10. Si l'on développe la quantité X et qu'on fasse pour plus de simplicité 

("V— HN — ABM— A*N — HB* 






MA -t-aHB 
C ’ 


MB — a NA ^ H 


et pareillement 


X = 4C , (« •+■ Ax + car*-»- Sx*), 

Y = 4 C’(a by -+- çjr'-+- Mjr *-(- Ny‘); 
‘loue substituant dan» la formule du numéro précédent, on aura 


rd r 




(r'-i-A)d.r 


v'H + Mr + Sr' yja -I- éar -t- rx'-t- Mr‘+ N x‘ ya -t- bj-\- rjr'+ M_r -t- N V ' 

et comme les quantités a, b, c renferment le» trois constantes arbitraires A, B, C, on 
pourra regarder ce» quantités elles-mêmes comme des constantes arbitraires, et la con- 
stante A sera pareillement arbitraire. 

li. En regardant les quantités a, b, c comme données, ou aura par lea formules ci- 
dessus 

A MA-»-aH(r-»-4B) 

C — M' + 4HN ’ 

B M(c-t-4 H)— aN t 
C ~ M' + 4 HN ’ 


• HN 


C = 


. / . ..AB . „A* 

V'o+M-+lV-+H È ; 

ainsi on connaîtra les trois quantités A, B, C, en a, A, c, M, S , H. 
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Knsuitc, pour la détermination de x et y en r, 011 aura d'abord 


mai* 
donc 

Si donc on fait 
on aura 

et la quantité « sera 


_ \ H 4- Mr-f Nr’ — A — Br 
C ; 

x + y = r, 

r -f * V r * — 4 5 r — ^r ^~- — 4 * 


vV»— 4* = u, 


r+tf r — u 

X 7 * * 7 ’ 


^ .\-f-4Br4-Cr 1 — 4 V ^ -+- AI r -p N r 1 

14. Comme les constantes a % b H c et h sont arbitraires, on peut les supposer nulles; 
on aura alors 

rt\r xdx /d/ 

VH 4- M x + Nr’ ~ y/M/+ ,N x* v M / + N/V 

ainsi la différentielle projiosée est réduite â la différence de deux autres différentielles sem- 
blables dans lesquelles H ao; ce qui revient au cas du théorème de M. Lambert. 

Mais on peut faire cette même réduction d’une manière plus générale en $up|K>sant 

h — — A* et o -p 6.r -p ci* + , Mr l + Nx* = (jc ■ — ^) , (/-pMjje4 , A) + W(x4*J) , ]i 

ce qui donne 

a 4- bx 4- ex' — l(x — A)* -P- Mk(x' — À*) 4- N ( — 2 à’x’h- A*) , 
et par conséquent 

a = M* — MA* 4- N* 1 , b = — a/À , c = / + MÀ— a NA% 

de cette manière, si l’on fait, pour abréger, 

* 4- A = y + k=y\ 


rdr 


r'dx' 


VH + Ù r + N r= y'/ + Mt'+ Si" i/T-Î- M.r'-+- Njr'* ’ 

et supposant / = o, ce qui donne 

a = — MA* -4- NA% & = o, c = AIA — »NA*, 

Mec. anal. II. 


44 
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on aura les mêmes formules que ci-dessus, mais avec cette différence que les variables x' 
et y ' contiendront enc ore la constante arbitraire A. 

13. Je vais faire voir maintenant que l'équation entre u et r du n° 11 est celle d une 
ellipse dans laquelle r serait le rayon vecteur partant d’un des foyers, et où u serait un 
autre rayon vecteur partant d'un autre point fixe quelconque placé dans le plan de l'ellipse 
ou non* 

Eu nommant, comme plus haut, p le paramètre, e l'excentricité, r le rayon vecteur, 
£ et r t les coordonnées rectangles, on a, comme Toi» sait, cette équation à l'ellipse 

r + = 

d’où l’on tire, à cause de r*= £*-f- *3*, 

? = P — ^ \i~ p'+V pr — (!—*»)>■» 


Soient maintenant a , |5, y les coordonnées rectangles qui déterminent la position du centre 
des rayons vecteurs u. on aura évidemment 


savoir 

en faisant, pour abréger, 


«* = ({-*)*+ 7*. 

n* = r* — a«£ — a (Su -+- 3*: 


cl substituant pour £ et r, leurs valeurs en r, 

u’ = r’-t- ~ + C — p'+t />r — (i — e*)r’. 

Cette expression île u ' en r est , comme l’on voit , tout' à lait semblable à relie du n" 1 1 . 
et comparant les termes homologues , on aura 

32 4B a a p ^ 4 A 4» _ Jt 1 /! 1 

T — ~c’ T + a ~ c"* "c 5 =_ ~’ 

3M_f>/i 4»'_ p’(i— e>) 

C* e-' 1 ~C — r : ’ 


fl cesrinq équations serviront à déterminer les cinq quantités /», e, a, (3, y, dont les deux 
premières déterminent l’ellipse , et dont les trois dernières déterminent la position du rentre 
des rayons u par rapport au plan de l'ellipse et au loyer des rayons r. 

Dans ce ras, le radical vll + Mr + Nr 1 devient 

p'+zpr — (i — «*)/■•, 

ou, nommant le demi-grand axe r, et niellant - à la place de ■ — e*. 


C P V> 

le 


✓-e 


■+• 3f-ri 
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de sorte que la différentielle - ' deviendra 

VH + Mr + .NV . 


fl \ /> 


-X 


rdr 



r esl-a-ditc proportionnelle à I élément du temps dans la toièmc ellipse (n“ 4). 

Dont un peut représenter ce temps par la différence de deux expression» de la forme 



fs'-t-Alds 
u -4- hz -4- es * -4- a 



* 


les quantités n t A, c t h étant des constantes arbitraires, et la variable ~ étant dans l une 
des deux expressions la somme, ct dans l'autre la différence de deux rayons vecteurs de 
l'ellipse, dont l’uu parte à l'ordinaire du foyer, et dont l’autre parle d un point Gxc quel- 
conque dépendant des constantes a, b, c. 

I i. Si l’on suppose que le centre des rayons u tombe sur la circonférence meme de l’el- 
lipse, alors on aura f = o, et entre a, ji la même équation qu’entre J cl u ; ainsi il faudra 

substituer à la place de a , ct 3 ' — ( - - J à la place de (î dans les formules du 

n” 13; mais comme ces substitutions mènent à des formules un peu compliquées , voici une 
manière plus simple et plus directe d’analyser le cas dont il s’agit. 

Je remarque qu’en faisant r— 3 (3 étant = -+- y' par le n" 13, ct par consé- 

quent égale à la distance du centre des rayons u au foyer des rayons r) on doit avoir u=o, 
et par conséquent j = (n” 1 1). 

Je reprends maintenant les deux formules du n" 9, dans la première desquelles je donne 
le signe — au radical \ X , conformément à ce que j’ai dit dans le même numéro : 


M + aNr — a ( lî -4- Cx) (A -4- Bc-t- Cs) = — v'X, 

M -+- a»— a (B - 4 - Cy) (A -t- Br -4- O) =s v r Y; 

soustrayant la première de la seconde , j'ai celle-ci 

— aC( y — x) (A -4- llr-i- Ci) = vY -4- \ X, 
et il faudra qu'en faisant r~ 3 on ait .r = y; par conséquent , à cause de r ss X 4- y. 



sont deux valeurs de x et de y qui doivent satisfaire à f équation précédente. Or, par ces 
suppositions, le premier membre devient nul, et le second di vient d C yû en supposant 


A = «+4i + c( , J )'+M(|)’+!{(î) , 


44- 


Digitized by Google 



NOTKS. 


«lotie on doit avoir A = o ; par conséquent - doit être une racine des équations semblable» 

X = o, Y = o. 

Mais cela ne suffit pas encore pour satisfaire à l'équation ci-dessus ; il faut encore qu'en 
supposant x et y très-peu différents de -, l’équation puisse subsister, et donne une rela- 
tion possible entre x et y ; donr il faudra qu'en faisant 

‘ 4 . 4 

x=- + u, r = - + », 

2 ' J a 

et regardant p et v comme très-petites, on ait une équation possible entre p et ». 

Or faisant ecs substitutions, et rejetant les termes du second ordre, on a, en supposant 

— + {» — p) - v'A + A'» 4- v^A -H A'p; 

mais A = o, donc l’équation devient 

— ( A-f-Bd-t- (» — p) = yfâfx (Vu- V*p), 

laquelle étant divisée par H- Vu, donne 

— ^A -f- Bd + C j'j (V* — Vp) = sfS ; 

donc la quantité VÂ? doit être infiniment petite de l’ordre V»; donc A' doit être =r o. 

De là il est aisé de conclure, par la théorie connue, que - doit être une racine double 
de l'équation X = o , ainsi que de l'équation Y = o. 
l)e sorte que les quantités X et Y seront de la forme 


X = ^ [I + tnx + nx') , 

Y = (r — |) (/ H- my 4- ny') . 


ou , ce qui revient au même , de la forme 


X = 4C*(*-^) ]. 

y =* (^ — î)* I) -‘"ï)’]’ 
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et comparant cette forme avec la forme générale des quantités X et \ du n° 10, on trouvera 


» = N , 


nt = M , 


(=c + N- + M - > 

2 ?. 


de sorte (pie la constanic / demeurera arbitraire, à cause tju elle contient l’arbitraire c. 

On aura donc précisément le cas du n" 12 en prenant A = * ; de sorte qu'ci» supposant 
de plus /= o , on aura 


n\r x'd.r' j-'dr' 

VH+Mr+Nr« ~ V M *' -h >/* 7*1 r’ -h Njr** 


savoir (n° 13) 


r dr 


x'dx' 


y' Ay' 


v/-p + a r- r l 


, 9 r-4- 9 -f- « 

X = .T -h -= 


$ r -g. 9 — » • ||t 

r=»r+î = — — K u). 


Ür il est visible que r et d sont deux rayons vecteurs, et que « est alors la corde qui joint 
ces rayons; donc, puisque x f =y\ lorsque u = o, auquel cas r = <J, il s'ensuit que la 
différence des intégrales de 

x'â x' y* & y 

v^=? vA r '-V 

exprimera justement le temps employé à parcourir l'angle compris entre les deux rayons 
vecteurs d et r, c'est-à-dire l'arc sous-tendu par la corde u; ce qui est le théorème de 
M. Lambert (*), 


(') Ce Mémoire est extrait de la collection des Mémoires de V Academie dr Berlin pour 1778 . Les 
démonstrations que Lagrange y donne y sont certainement très-complètes, très-éicgantes et surtout 
très-naturelles, en supposant le théorème connu \ l’avance; mais on ne peut s’empêcher de regretter 
qu’il n’ait pas insisté davantage sur la remarquable démonstration de Lambert, qui fait partie île son 
Traité De orbitis cometarum. Je n’ai pas cru que celte démonstration, toute géométrique, pût 
trouver place dans la Mécanique analytique , et j’ai renoncé au plaisir que j'aurais eu à la reproduire; 
je no puis que la signaler au lecteur, avec le reste de l’excellent ouvrage où elle sc trouve, comme 
l’un des écrits qui, sous beaucoup de rapports, sc rapprochent le plus de l’immortel ouvrage de 
Newton. (/.Bertrand.) 
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NOTE M. 


Sur ta plus courte distance entre deux points d'une surface. 


Lorsqu'un point matériel si* meut sur une surface fixe, et que, soumis à la seule 
influence d’une vitesse initiale, il n’est sollicité par aucune force, Lagrange démontre 
(page j GG) que la vitesse est constante et la ligne qu’il décrit la plus courte que l’ou puisse 
mener entre deux de ses points. Pour prouver cette proposition, l’illustre auteur sc borne 
a montrer que la tariation de Tare fds est nulle et par conséquent il y a maximum ou 
minimum; or, dit-il, il ne peut y avoir maximum, donc il y a minimum. Cette manière 
de raisonner n'est pas admissible; on sait, en effet , qu’une intégrale dont la variation est 
nulle peut fort bien n’ôlrc ni maximum ni minimum; dans le cas particulier dont il s'agit, 
l'assertion de Lagrange est cependant exacte, comme on peut le démontrer en quelques 
mots. 

L'équation di lièrent ici le qui exprime que la variation de l'intégrale fds est mille, 
prouve, comme on sait, que le plan osculatcur de la courbe est, en chaque point, normal 
à la surface. Or, en supposant les deux extrémités de l’arc considéré infiniment voisiucs 
l'une de l'autre, parmi tous les an s qui peuvent les réunir sur la surface, le plus petit, 
celui qui di Iférera le moins de la corde, sera évidemment l'arc dont la courbure est la plus 
petite , c’est-à-dire dont le rayon de courbure est le plus grand. Or, les arcs qui réunissent 
deux pointa infiniment voisins d'une surface peuvent être considérés comme ayant même 
tangente et, par conséquent, d’après un théorème bien connu de Meunier, celui dont le 
plan «sculateur est normal à la surface, a le rayon de courbure maximum et est par consé- 
quent le plus court. 

La proposition énoncée par Lagrange est exacte, comme on vient de le voir, pour un arc 
infiniment petit quelconque; mais elle cesserait de l’être si l’on considérait un arc d'une 
grandeur finie. H existe sur ce sujet un théorème curieux énoncé sans démonstration par 
Jacobi, qui donne un moyen général «le déterminer, pour chaque ligne tracée sur une 
surface et satisfaisant aux conditions de minimum, les limites entre lesquelles elle est 
réellement la plus courte. 

Soit AMM' une telle ligne : avançons-nous sur cette ligne à partir du point A, considéré 
comme limite fixe en marchant vers les points suivants de la courbe. Si Von prend Vun 
de ccs points comme seconde limite , il pourra arriver qu'entre ce point et le premier il 
passe une autre courbe pour laquelle la condition analy tique du minimum soit également 
remplie ' y eh bien , la ligne considérée cessera d'être minimum entre le point A et la 
seconde extrémité considérée , en un point pour lequel celte seconde ligne se confond 
avec la première. 

Ce théorème n’a pas été démontré par les géomètres qui ont commenté la célèbre lettre 
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dans laquelle il est énoncé (*). >ous croyons faire une chose utile en indiquant rapidement 
comment il résulte de l'analyse de Jacobi. 
f/intégrale considérée étant , en général , 


//(* O' >£)''->% 


la variation peut prendre la forme 


fXdydx, 


V étant la fonction qui, égalée à zéro, fournit l'équation que Ton doit intégrer pour résoudre 
le problème. 

Pour qu'il y ait minimum, il faut que la fonction —^rcsie constamment positive entre 

les limites de l'intégration. Or cette condition ne peut* manquer d’être remplie, quelles que 
soient ces limites, puisque nous avons vu qu'il y a toujours minimum entre deux limites 
quelconques qui sont suffisamment rapprochées. Il faut en outre, d’après l'analyse de 
Jacobi, qu'en désignant par l’expression déduite de l'équation 


\ = o, 


et qui renferme deux constantes arbitraires a et b, on puisse déterminer deux constantes 
a et (3 telle», qu’en posant 


u = x 


tin 




tir 
ri b' 


l'expression 


/ d'f l <**/ *to\ 

\dydx' u tir ’ 1 Hjc ) 


ne devienne pas infinie entre les limites de T intégration, ou, ce qui revient au même, en 
général, de telle sorte que u puisse ne pas devenir nul entre les mêmes limites. Il est clair, 

d’après cela, que, pour chaque valeur de s’il arrive que 1 ? ex pression u s’annule en deux 

points de la ligne minimum fournie par le calcul des variations, entre ces deux points ex- 
trêmes, on pourra affirmer que l’intégrale est un minimum. Or je dis qu'ils jouiront préci- 
sément de la propriété signalée par Jacobi, c’est-à-dire que l'on pourra mener de l’un à 
l’autre deux lignes infiniment voisines présentant également la propriété de minimum. 
Remarquons, en effet, que l’expression 


da^ P db 


est l’intégrale générale de l’équation linéaire 


d V = o , 


(*) Journal de M. Crelle, tome XVII; et Journal de M. Liouvillc, tome III. [J. Bertrand.) 
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dans laquelle on considère ày comme inconnue (voir le Mémoire de Jacob» ). Si «loue on 
attribue à y la valeur 

jr + u, 

a et j 3 étant choisis, ce qui est permis, de telle manière que u soit infiniment petit, l'ex- 
pression V s’annulera, puisque la valeur de y s'annule par hypothèse, et que l'accn>isse- 
nient infiuiment petit u rend sa variation égale à zéro. • 

On aura donc deux lignes infiniment voisines réunissant les deux mêmes points, et pour 
lesquelles la condition 

V as o 

sera remplie, c’est-à-dire qui satisferont également aux conditions de minimum 

La proposition ainsi démontrée n'est pas identique avec celle de Jacobi , mais il me semble 
permis de supposer que l'illustre auteur est allé un peu trop loin dans l'indication rapide 
qu'il a donnée de ses résultats: il est clair, par exemple, que les conditions trouvées par lut 
sont suffisantes, mais jamais nécessaires à l'existence du minimum. Il n’y a donc jamais 
lieu d affirmer que le minimum cesse d’exister, par cela même que la fonction U devient 
nulle. Or c est là ec qu’il faudrait faire pour que l'énoncé prit la forme complètement affir- 
mative que nous avons transcrite plus haut. 

Hmnaïquons. avant de terminer cette Note, que le Mémoire de Jacobi contient l’énoncé 
d un autre théorème bieu remarquable. 

Si les deux courbures d une surface sont opposées en chaque point , la ligne qui satisfait 
aux conditions analytiques du minimum est toujours réellement la plus courte. 

Nous nous bornons à rappeler cet énoncé aux géomètres; la discussion plus détaillée du 
problème de géométrie qui fait l’objet de cette Note ne serait pas ici à sa place. 

( Note rie M. /. BerimnH. ) 


NOTE VII. 


Ante sut une for m tile de Lagrange, relative au mouvement pendulaire ; 
par M. A. Bravais. 


.Mon édition de la Mécanique analytique (Paris, i 8 i 5 ) renfermant plusieurs fautes typo- 
graphiques. je vais reprendre les calculs de Lagrange à la page 197 du tome II (page 17a 
de l'édition actuelle). 

Lagrange veut calculer l'angle de rotation ÿ du pendule autour de la verticale, et il écrit 
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que . x et £ étant les amplitude* maximum et minimum, 'b I amplitude variable avec Je 
temps, et a un angle auxiliaire donné par la formule 


on aura 

*h 

On .1 rl ailleurs 


ros<p ~ cosx sin’-r -4- cosfi cos* 7 , 


y/ # v'-* vin 3t sin p fl < 7 

yVosoe -+- cns ( • •+" «<**40 1 


vïénsiin^ fin 
V'cos * -- COS fJ 1 ' ’ * ,,s 'r* * 


cos a -+• rus 5 

X -4- 4 COStc COS A •+■ cns'x -r ms p 

2 sss -H /. (cos [3 — cosx ) Ôim. 


Il v agit d'intégrer de o = o à cr = - > ou , ce qui revient au même , de if = a à ÿ s: j9, en 

tenant compte des termes du second ordre en oc, p, cl négligeant ceux du quatrième ordre. 
Le calcul du premier des deux termes qui composent la valeur de z/s n'ofi’rc aucune diffi- 
culté; on peut poser 

x = J, 2 = «, i rostf» = a , ^cosa 4- cos, 5 = 2, sinx sinfS as x/5; 
on trouve alors, pour ce premier terme, 


et, intégrant, 


f d<j . 



Le calcul du second terme est plus compliqué, parce que le dénominateur renferme le 
facteur i — costf», qui est lui-même du serond ordre. 

Faites, avec Lagrange, 

cus’û — cos : « 

- -> ,, = stn av, 

a -h 4 CMR COS P -f- COS' Ct -+- COS 1 p 


eus 6 — cos * 

— - = sin 2 îz : 

1 — cos B — cos ar 


vous aurez. 


i — cos •!> (a — cos x — cos p } cos’ *(l 4- lang a — a tang » cos a n ) 


! i — cos 4* ) ï (a — cos x — cos p ) cos* v cos y 


B" cos 27 -T- C"cos 4 ?], 


ou, plus simplement, en supprimant les termes en cos 2 7, cos4?i lesquels doivent 
disparaître par l’intégration, 

i 2 A" 7 f A -4- B tang * -4- C lang* * 4- » « .) 

(f — cos 4» ) I (a — cos * — cos B ) cos 1 •* cos y [2 — ros * — cos P ] cos* v C0S7 ( 1 — tang ; » ) 
Aire. anal. II. 4 5 
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Dans cette formule , on a d ailleurs 


NOTES. 


A = i —H tang*y. . . . 

R = — tan g y — .... 

C = J lang’y -f- .... 

* cju» change le terme à calculer en 

^7 $in x sin£ 7 r/c(i -f- 7 tang 1 */ — tang*/ tang» -f- tang’ 7 Ung'v 


\7 -f- 4 COS * CO» P -f- cos J a -f- cos' P ( 2 — cos a — CGS P ) cos 7 cos*v { l — tang* V } 
F.n intégrant de <7 = o à o — ce terme devient 


*in a sinp 


* V* 


a cos* cos p y'a 4 cos* cos£ -H cos 1 * cos*|l cos 7 cos a» 

X (1 ■+■ jlang'y — tangy tangv -f- 7 tang* y tangS. . .). 

Si l’on néglige les quantités du quatrième ordre en a, (3, le premier facteur aura pour 
a leur 


le deuxième facteur sera 
le troisième facteur sera 
le quatrième facteur sera égal à 


r. _ *'+?+ 4 «t 1 

«’+P’L <*(«’+(*’) J’ 

;I' + A(« , +P , )]ï 


cos 7 


>’+n, 

**? »4(«’ + ru ‘ 


le cinquième facteur sera égal à 


I.e produit total sera donc 


g, ~ F 1 / i — co»a» = ( («- ft)* 

16 V 1 ■+“ C°S 2 16 


et, en lui ajoutant ~ on trouvera 

♦=; ('-¥)■ ' 

m 

‘1> étant U différence de* valeurs de la variable y, entre le» limites ifi = a et 1} =|3. 
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2 a 4 -+» p* 

son erreur provient de ce cjue, dans le calcul du second terme de r/tp, il a écrit , par 

mégardc, au dénominateur, 1 -f- tang* v au lieu de i — tang* y, erreur qui a fait disparaître 

• . .. i . i r a a & , sin a sin B 

le facteur > et parcelle suppression le facteur— — provenant de 

COS 2 V 1 1 r Ot* -4“ P* * 2 — cos a — COS £ 

s’est trouvé introduit dans la valeur de 4 >. 

On peut s’étonner que Lagrange n’ait pas reconnu une telle erreur; car la formule 

<j> __ 


donne pour l’orbite du mobile, comme Iaigrange en fait lui-inèmc la remarque, une courbe 
festonnée, dans laquelle le rapport de l'amplitude angulaire 2<J> des festons à la derni- 
cirronférence peut varier d'une manière quelconque entre o et i : or il suffit de jeter les 
yeux sur un pendule oscillant elliptiquement, et, par exemple, sur un (il à plomb ordi- 
naire , pour reconnaître que ce résultat est complètement contredit par l’observation. Tant 
il est vrai que l’erreur est tellement humaine , qu elle peut se glisser sous la plume du plus 
illustre géomètre (*). 


NOTE VIII. 


Sur la propagation des orules. 


Lagrange admet, page 29b, que les résultats auxquels il a été conduit dans le cas d’un 
canal peu profond peinent s'appliquer au mq^nement d une masse liquide de profondeur 
quelconque, parce que, dit-il, on peut admettre que l'eau n’est ébranlée et remuée qu’à 
une profondeur très-petite: supposition plausible, ajoute-t-il, et que l'expérience semble 
confirmer. Il 11e semble pas qu'il y ait lieu d'accepter cette extension des formules, et les 
expériences, bien difficiles à faire en pareille matière, seraient d’ailleurs fort peu con- 
cluantes, car, la masse liquide augmentant indéfiniment avec la profondeur du milieu, le 
mouvement de chaque particule pourrait devenir insensible aux épreuves les plus délicates, 


(*) f oyez pour plus de développements sur la théorie du pendule conique un Mémoire de M. Ri- 
rhelot {Journal de M. Crelle, tome XLV), et une thèse très-inléressantc présentée par M. Tissot à la 
Faculté des Sciences de Paris et insérée au tome XVI du Journal de M. Liouville. (/. Bertrand.) 
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sans que l'on suit en droit d’affirmer qu'il n’y a pas une masse considérable «le force vive 
transmise et perdue. 

Poisson, qui s’est occupé à plusieurs reprises de la question des ondes, a traité le point 
dont il s'agit, et la critique qu'il fait du passage de l^igrange inc parait fondée et ingénieuse. 
Je crois utile de b* reproduire ici. 

« Lagrange traite, dans la Mécanique ana/} tique, le cas où la profondeur du fluide est 
t» supposée très-petite et constante. Il démontre qu alors la propagation des ondes a lieu 
• » suivant les mêmes lois que celles du son , en sorte que leur vi telle est constante et indé- 

w pendante de l'ébranlement primitif; et de plus, il la trouve projwrtionnellc à la racine 
» carrée de la profondeur du fluide, lorsqu'il est contenu dans un canal qui a la même lar- 
i» geur dans toute son étendue. 11 supj>o$e ensuite que le mouvement excité à la surface 
» d'un fluide incompressible d'une profondeur quelconque ne se transmet qu'à de très- 
» petites distances au-dessous de celte surface, d’où il conclut que son analyse donne en- 
» eorc la solution du problème, quelque grande que soit la profondeur du liquide que 
i# l’on considère; de manière que si l’observation faisait connaître la distance à laquelle le 
n mouvement est insensible, la vitesse de propagation des ondes à la surface serait propor- 
» tiounelle à la racine carrée de cette distance; et, réciproquement, si cette vitesse est 
» mesurée directement, on en pourra déduire la petite profondeur à laquelle le mouvement 
» parvient. Mais qu’il nous soit permis d’exposer ici quelques observations fort simples 
» qui prouvent que cette extension donnée k la solution de Lagrange ne peut pas être légi- 
» Lime et que les choses ne sc passent pas ainsi, lorsqu’on a égard au mouvement dans le 
» sens vertical. 

•> En effet, le mouvement dans ce sens n'est pas brusquement interrompu; les vitesses H 
» les oscillations des molécules diminuent à mesure que l’on s’enfonce au-dessous de la 
» surface, et la distance à laquelle on peut les regarder romme insensibles, en admettant 
» même pour un moincui qu'elle soit très-petite, n’est pas une quantité déterminée qui 
» puisse entrer, comme on le suppose, dans l'expression de la vitesse à la surface. Pour 
n fixer les idées, supposons la profondeur et les autres dimensions du fluide infinies ou 
»» assez grandes pour qu’elles lie puissent avoir aucune influence sur la loi du mouvement : 
* su pj>osons aussi que la masse entière n’a reçu, primitivement, aucune vitesse, et que 
» l'ébranlement a été produit de la manière suivante, qui est la plus facile a se représenter. 
» On plonge dans l’eau, en l'enfonçant très-peu, un corps solide d'une forme connue; on 
» don il e r au fluide le temps de revenir au repos , puis on retire subitement le corps plongé. 
» Il se produit, autour de f endroit qu’il occupait , des ondes dont il s’agit de déterminer la 
>♦ propagation. Or il est évident que la profondeur du liquide ayant disparu, les seules 
» lignes qui soient comprises parmi les données de la question sont les dimensions du corps 
•> plongé et l’espace que parcourt un corps pesant dans un temps déterminé; par eonsé- 
» qucot, l'espace parcouru par chaque onde à la surface de l’eau ne peut êlre qu’une fonc- 
» tion de ces deux sortes de lignes. Si donc la vitesse des ondes est indépendante de l'ébran- 
» lement primitif, c’est-à-dire de la forme et des dimensions du corps plongé, il faudra. 
>» d’après le principe de l'homogénéité des quantités, que l'espace qu’elles parcourent dans 
« un temps quelconque soit égal à l’espace parcouru pendant le même temps par un corps 
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» pesant, multiplié par une quantité abstraite indépendante de toute unité de ligne ou de 
•» temps; donc alors le mouvement des ondes sera semblable à celui des corps graves, avei 
•> une accélération qui sera un certain multiple ou une certaine fraction de l’accélération 
» de la pesanteur; si, au contraire, le mouvement des ondes est uniforme, il faut, d’après 
•* le même principe d'homogénéité, que leur vitesse dépende de l’ébranlement primitif, de 
i» manière que l'espace parcouru dans un temps donné soit une moyenne proportionnelle 
•» entre deux lignes, savoir : 1a ligne décrite dans le même temps par un corps grave, et 
» l'une des dimensions ou, plus généralement, une fonction linéaire des dimensions du 
» corps plongé. 11 pourrait encore arriver que le mouvement des ondes fut accéléré, et 
» que l'accélération dépendit du rapport numérique qui existe entre ces dimensions : c'est 
» au calcul à décider lequel de ces mouvements doit avoir effectivement lieu; mais 011 voit, 
» à priori , qu'ils sont également contraires aux résultats de la Mécanique analytique. » 
.Nous renverrons, pour la solution du problème, au Mémoire même de Poisson [Mé- 
moires de V Institut (Académie des Sciences) , tome 1]; on y trouve des résultats tout op- 
posés à ceux qu’avait admis Lagrange, et notamment la preuve qu’il existe des ondes dont 
le mouvement est uniformément accéléré. 

{ 1 Vote t/c M. J . Bertrand.) 


NOTE IX. 


Sur un théorème de M. Gauss. 


M. Gauss a fait connaître , dans le tome IV du Journal de M. Crelle , un beau théorème qui 
comprend à la foi» les loi» générales de l’équilibre et du mouvement , et semble l’expression 
la plus générale et la plus élégante qu’on soit parvenu à leur donner; les lecteurs français 
nous sauront gré de reproduire ici la traduction des quelques pages consacrées par l’illustre 
gi-ométre à l'exposition du nouveau principe. 

« Le principe des vitesses virtuelles transforme, comme on sait, tout problème de sla- 
». tique en une question de mathématiques pures, et, par le principe de d'Alcinbert, la 
» dynamique est, à son tour, ramenée à la statique. 11 résulte de là qu’aucun principe 
» fondamental de l'équilibre et du mouvement ne peut être essentiellement distinct de ceux 
» que nous venons de citer, et que l'on pourra toujours , quel qu’il soit , le regarder comme 
» leur conséquence plus ou moins immédiate. 

» On ne doit pas en conclure que tout théorème nouveau soit pour cela sans mérite. Il 
. sera, au contraire, toujours intéressant et instructif d’étudier les lois de la nature sous 
» un nouveau point de vue, soit que l'on parvienne ainsi à traiter plus simplement telle 
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a ou telle question particulière, ou que l’on obtienne seulement une plus grande précision 
» dans les énoncés. 

a Le grand géomètre, qui a si brillamment fait reposer la science du mouvement suivie 
h principe des vitesses virtuelles, n’a pas dédaigné de perfectionner cl de généraliser le 
. principe «Iss Mauperluis relatif à la moindre action t et 1 ou sait que ce principe est 
employé souvent par les géomètres d'une manière très-avantageuse (*). 
n Le caractère propre du principe des vitesses virtuelles consiste en ce qu’il est, j>our 
>» ainsi dire, la formule générale qui résout les problèmes de statique, et qu’il peut, par 
« suite, tenir lieu de tout autre principe, mais il n'a pas ce cachet d’évidence absolue qui 
entraîne la conviction sitôt que l'énoncé est connu. 

a Sous ce rapport, le théorème fondamental que je vais démontrer me semble devoir 
» être préféré; il présente, eu outre, l'avantage de comprendre à la fois les lois générales 
» de* l’équilibre et du mouvement. 

a S’il est plus avantageux au perfectionnement successif de la science et pour l'étude 
i. individuelle de passer du facile » ce qui semble plus difficile, et des lois les plus simples 
» aux plus composées; d'un autre côté, l’esprit une fois arrivé au point de vue le plus 
n élevé, demande la marche inverse qui lui fait paraître toute la statique comme un cas 
» particulier de la dynamique. Aussi le géomètre que nous avons cité semble-t-il avoir 
•* apprécié celte marche inverse, lorsqu'il présente comme un avantage du principe de la 
<» moindre action de pouvoir comprendre à la fois les lois du mouvement et celles de l’équi- 
n libre, si l’on veut le considérer comme principe de la plus grande ou plus petite force 
« vive (**). Mais cette remarque est, on doit l'avouer, plus ingénieuse que vraie, car le 
m minimum a lieu , dans ces deux cas, dans des conditions toutes différentes, 
w Le nouveau principe est le suivant : 

» Le mouvement d’un système de points matériels liés entre eux d’une manière quel- 
i* conque et soumis à fies influences quelconques se fait , à chaque instant , dans le plus 
u parfait accord possible avec le mouvement quils auraient s'ils devenaient tou î libres . 

• c est-à-ilirc avec la plus petite contrainte possible , en prenant pour mesure de la con~ 
m irai /i te subie pendant un instant infiniment petit , la somme des produits de la masse 
» de chaque point par le carré de la quantité dont il s'écarte de la position qu’il aurait 
u prise s il eût été libre . 


(*} Qu'il me soit permis de placer ici une observation. Je ne trouve pas satisfaisante la méthode 
employée par un autre grand géomètre { *), pour déduire la loi des réfractions d'Hn ygliens du principe 
de la moindre action. Ce principe , en effet, suppose essentiellement l’existence de celui des forces 
vives, en vertu duquel la vitesse des points en mouvement est complètement déterminée par leur po- 
sition, et la direction qu'ils suivent n’exerce sur elle aucune influence. Cette influence est cependant 
le point de départ de l’auteur dont nous parlons. Il me semble que tous les efforts des géomètres, 
pour expliquer la double refraction dans l'hypothèse de l'émission , resteront infructueux tant qu'iis 
regarderont les molécules lumineuses comme de simples poiots. (Note de ;!/. Gauss. ) 

(**) Tome 1 , page 281. 

l^plarc. Mémoires de l /mtitut, 1S09. 
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*» m, m\ m N les masses des points; 

« a y a' y a" leurs positions respectives; 

» by b\ b a les places qu'ils occuperaient après un temps infiniment petit fit y en >ertu 
» «les forces qui les sollicitent et de la vitesse acquise au commencement de cet instant. 

» L'énoncé précédent revient à dire que les positions c, c\ c ff ,. . qu’ils prendront 
i» seront, parmi toutes celles que permettent les liaisons, celles pour lesquelles la somme 

m (Z~ c y-h m'(6V)»-+- . . . 

» sera un minimum. 

[/équilibre est un cas particulier de la loi générale, il aura lieu lorsque, les points étant 
« sans vitesse, la somme 

m {ab) 9 m' [a* b') 9 


» sera un minimum, ou, en d'autres termes, lorsque la conservation du système dam» l'étal 
» de repos sera plus près du mouvement libre que chacun tend à prendre, que tout dépla- 
*» cernent possible qu'on imaginerait. La démonstration du principe se fait facilement 
» comme il suit : 

» La force qui sollicite le point m pendant l'instant fit est évidemment composée, 
u i° d’une force qui , s’adjoignant à l'effet de la vitesse acquise, mènerait le point de aeiic; 
n a° d'une force qui, prenant le point au rtqios en c, le ferait, dans le même temps, par- 
d venir de c en b. Ceci s'applique évidemment aux autres points. 

« En vertu du principe de d’Àlembert, 1 cm points m, tu\ m*,. . . , seraient en équilibre 
•* s'ils sc trouvaient, dans les positions c, c\ c*, . . ., sous l'influence des secondes forces 
» ci-dessus mentionnées qui agissent suivant cb , c*b\. . . , et sont proportionnelles à ces 
» petites lignes. 11 faut donc, d'après le principe des vitesses virtuelles, que la somme des 
» moments virtuels de ces forces soit nulle pour tous les déplacements compatibles avec les 
« liaisons , ou mieux , que cette somme ne puisse jamais devenir positive. 

n Soient donc y, y', y*, . des positions que les points m, m', m*,. .. , puissent prendre 
m sans violer les liaisons du système, et 0, 6', 0*, . . )e\ angles que cy, c'y 7 , c^y",. . 

» font respectivement avec cb , c'b\ c* b N , . . . , il faut que 


n soit nul ou négatif. 

« Mais il est clair que Ton a 


T, m . cb .cy . cos 0 


» et, par suite, 
m donc 


y b* = cb*-\- cy * — a c6.cy.cos0 


cy. 


Tm.yb* = Tm.cb* Zm.cy’ — 7 T.n 1 .cb.cy .ros0: 
Tm.yb* — Tm.cb % = Tm.cy • — a 2m.c6.cy.cos0; 
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2m. y b * — Ern.cS 9 

>» est toujours positif, d’où il résulte que Zm.yb * est toujours plus grand que 2m.cè v , 
» c'est-à-dire que 2m.cè* est toujours un minimum. Ce (juil fallait démontrer. 

ii II est bien remarquable que les mouvements libres, lorsqu'ils sont incompatibles avec 
» la nature du système, sont précisément modifiés de la même manière que les géomètres, 
» dans leurs calculs, modifient les résultats obtenus directement en leur appliquant la 
» méthode des moindres carrés pour les rendre compatibles avec les conditions nécessaires 
» qui leur sont imposées par la nature de la question. + 

» On pourrait poursuivre cette analogie, mais cela n’entre pas dans le but que je me 
« propose eu ce moment. » 

Ce serait un exercice facile et de peu d’utilité que de déduire du théorème qu'on vient de 
lire les équations générales du mouvement et de l'équilibre; on retomberait de suite sur 
les formes connues, et le problème général, au point de vue analytique, n'aurait par con- 
séquent pas avancé. En faut-il conclure que le beau principe de M. Gauss doit être pour cela 
considéré comme inutile? Personne ne le pensera. Le but de la science est, avant tout, la 
connaissance des lois générales qui régissent les phénomènes, et le théorème qui fait l’objet 
de cette Note semble l’expression la plus nette et la plus satisfaisante que les géomètres 
aient pu leur donner. Il n'existe pas, en effet, à ma connaissance, un seul théorème général 
de dynamique qui semble plus propre à frapper d'admiration un esprit juste encore peu 
exercé aux transformations analytiques, et à faire naître le désir d’étudier la science qui 
lui permettra d’en apercevoir clairement la démonstration. 

( Note dr M. J . Bertrand.) 


NOTE 

Du mouvemement d'un corps sur une surface donnée, où assujetti h de 
certaines conditions. Du mouvement de plusieurs corps liés entre eux. 
Des équations de condition entre les coordonnées de ces différents corps, 
et de lu manière d'en déduire les forces qui résultent de leur action 
mutuelle. Démonstration générale du principe des vitesses virtuelles ; 
par Lagrange. 

\ . Reprenons les équations générales «lu mouvement d’un point matériel , et supposons 
qu une forre P soit dirigée vers un point ou centre déterminé par les coordonnées a, b, c: 
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si l’on aomme p la distance rectiligne de ce centre au point de la courbe qui répond aux 
coordonnées x, y, r, on aura 

p = v'(x — a)* 4- (y — A)‘4-{* — c)‘. 


et il est visible que x — a, y — b y z — c seront les projections de la ligne p sur les axes 
des x , y, z ; donc — 


- -, - seront les cosinus des angles nue la ligne p fait 

P P 


avec ces axes, c’est-à-dire des angles X, p, v que la direction de 1a force P fait avec les 
mêmes axes. Donc les termes PcosX, Pcosp, Pcosv, dus à la force P dans les valeurs de 

%x ~ »*- »- 
— , i , r- 

P 


Mi* M/*, Mi", pourront être représentés par P - 


-, F- -, P- ce sont les 


forces qui résultent de la décomposition de la force P suivant les directions des coordonnées 
x,y,z. 

Si maintenant Tou suppose p égale à une constante d y on aura l’équation d’une sphère 
dont d sera le rayon, et dont le centre sera déterminé par les coordonnées a, b, c$ et la 
direction de la force P sera perpendiculaire à la surface de cette sphère. Donc elle sera 
aussi perpendiculaire à toute autre surface qui passerait par le même point et qui serait 
tangente à la sphère. 

Représentons par f (x, y y z) = o l'équation de la sphère 


V(x — «*)'-+- (y — b)'-i- (z — c)' — d z= o y 
on aura, en prenant les fonctions primes, 

et comme on a supposé p — d. il est clair que les forces dirigées suivant x, y, z , et résul- 
tantes de la force P, seront exprimées par Pf'(x), Pf'(j') , P f ' { s ) . 

2. Si l’on a une surface représentée par l'équation F(x, jr, i) = o, laquelle soit tan- 
gente de la sphère dont il s’agit, il faudra, par ce que l'on a vu (Théorie îles Jonctions, 
ij" 40, a* Partie), que les trois fonctions primes F'(x), F'(j'), F'(r) de cette surface soient 
proportionnelles aux fonctions primes f'(x), f ' ( j ) , f'(i) de la surface de la sphère. Donc, 
si la force P agit perpendiculairement à cette surface, il en résultera, suivant les direc- 
tions de x,y, z, trois forces proportionnelle; à PF' (x), PF'(/), PF'(a). 

Or, si l'on fait abstraction de la force P, et que l’on suppose que le corps soit forcé de se 
mouvoir sur cette surface, il est clair que l’action, ou plutôt la résistance que la surface 
oppose au eorps , ne peut agir que dans une direction perpendiculaire à la surface-, donc il 
en résultera , sur le corps , des forces proportionnelles aux fonctions primes F ’ (x) , F' (jr ) , 
F'(ï) de l’équation F(x, y, z) — o de la surface. 

Donc le même résultat aurait lieu si, en faisant abstraction de la surface, on considère 
seulement l’équation F(x, jr, z) — o comme une équation de condition donnée par la na- 
ture de la question mécanique proposée. D'où l'on peut conclure que toute condition du 
problème, représentée par l'équation F(x, y, z) ~ o, sera équivalente à des forces pro- 
Mrr. anal. 11. 46 
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portionnclles aux fonctions primes F' (x), F'(^), F'(*), et dirigées suivant les coordon- 
nées x, y, s. Ainsi , en prenant un coefficient indéterminé II, il faudra ajouter aux valeurs 
de Mr', Aly*, M z" qui représentent la forte accélératrice, les termes IIF'(x), Il F'fy), 
Il F'(i). I.a quantité inconnue II devra être éliminée, mais l'équation que l'on aura de 
moins par cette élimination sera remplacée par l'équation de condition F(x, y, z) = o. 

On peut étendre cette conclusion au cas où il y aurait deux équations de condition repré- 
sentées par 

F < T >j r >-) = 0 el = 

elles équivaudraient à des forces exprimées par 

nF'(x) ■+■ H'G'fx), UF'(y) -+- fIF # (r) ¥♦'(*), 

el dirigées suivant X,jr y s , qu’il faudrait ajouter aux valeurs de Mi*, Mi" les coel- 
(icients II et ¥ étant indéterminés et devant être éliminés. 

3. Jusqu’ici nous n'avons considéré qu’un corps isolé. Soient maintenant deux corps 
M cl N attachés aux extrémités d'un fil inextensible qui passe par une poulie fixe. Soient 
jr, y, z les coordonnées du corps M; Ç, H, f celles du corps N;a,^C les coordonnées du 
point fixe où est placée la poulie, el d la longueur donnée du fil il est clair que l’on aura 
l'équation 

\/(x — — A)’ 4- {z — c)'f v'd — «)*•+• (s — Â)*4- ({ — c)* — d= o, 
que nous représenterons par 

/(*. r. *> ï. ».0 = °- 

Si 1 on nomme T la tension du fil qui agit également sur les deux corps, et que l T on ap- 
plique ici l’analyse employée plus haut n° t , il est clair que l'action du fil sur les deux corps 
produira sur le corps M les forces TJ’(x), T J'{jr), T /'(ï), suivant r, jr, i; et sur le 
corps K 1rs forces T /'({), T /'(»), T _/'(£), suivant 1rs coordonnées £, r, f . 

Il en serait de même si le (il passait sur deux poulies fixes, dont la position dans l'espace 
fût déterminée par les coordonnées a, A, c pour la première, el a, (3, y pour la seconde. 
Alors, en désignant par il la longueur totale du fil , moins la partie interceptée entre les 
deux poulies , qui est aussi donnée , l'équation de l’inextensibilité du fil donnerait 

>( x -a)'+(y-b)'+(z-c)'+ V(ï- *)* + <»-£)’+ (£-•/)’- d = o , 

et, en représentant cette équation par f(x, y, z, n, £) = o, on aurait pareillement 
T f (x) , T C[y) , Tf'(î) pour les forces qui tireraient le corps M suivant les coordonnées 
x, y, a, el Tf'(j|) , Tf» , Tf'(£) pour celles qui tireraient le corps M suivant les coor- 
données {, s , Ç . 

Enfin , si l'on supposait que le fil auquel est attaché le corps M , après avoir {tassé sur la 
première poulie fixe, repassât sur le même corps M, et de là sur la même poulie, et de 
nouveau sur le corps cl sur la poulie à plusieurs reprises, de manière qu’il y eût m cordons 
entre le corps el la poulie; qu'ensuile le fil, eu quittant cette poulie, passât sur la seconde 
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poulie fixe, et <lu là sur le corps N, en faisaut aussi plusieurs tours outre ce corps et la 
même |>oulie avant d'être attachée fixement au corps > T , de manière qu'il y eût n rimions 
entre ce corps et la poulie; comme la tension T est la même dans toute l'étendue du fil . le 
corps M étant tiré par m cordons, serait tiré vers la première poulie par une force égale 
à mT, et le corps N serait tiré vers la seconde poulie par une force égale à nT. Or il est 
clair que, dans ce cas, l'équation qui renferme la condition de l'incxtcnsibiliié du fil serait 

m V(*-o)’+ (/ — *)*+ (*— «)*-+- « V(ï-«)* 4 -(n-ii)*+(î--/)*-rf= o, 

«■n désignant toujours par d la longueur totale du fil, moins la longueur interceptée entre 
les deux poulies; cl il est facile de voir qu’en représentant cette équation par 

?» Ç} = °< 

on .aurait aussi pour les forces qui tireraient le corps M suivant x, v y, z, et le corps N sui- 
\aut J, les memes expressions que ci-dessus, Tf'(x), Tf'(j), T f*(*), Tf'(Ç), 

rr(«) $ TP(o. 

Si l’on suppose que P et Q soient les forces qui tirent les corps M et N vers les deux pou- 
lies fixes, on aura 

P = mT et Q = nT; 

donc, puisque m et n doivent être des nombres entiers, si les quantités P et Q sont com- 
incnsurables , il faudra prendre T pour leur commune mesure; mais, quelles que soient 
les forces P et Q, on peut toujours les représenter par mT et «T, en picuant, dans le cas 
où elles seraient incommensurables, les nombres m et n très-grands et la quantité T infi- 
niment petite; et les forces qui tirent les corps M et N suivant leurs coordonnées x,^, s, 
-, r,. Ç seront toujours proportionnelles aux fonctions primes de la même équation de 
condition relatives à ces coordonnées. 

i. Maintenant si , au lieu de l'équation de condition 

f(x,.y, 2, ?, n, Ç) =o, 

dépendante de T inextensibilité du fil , on a une autre équation quelconque entre les mêmes 
coordonnées x, x, Ç, r, Ç des deux corps, représentée par 

F{-r,,% *1 ?)».?) = <>. 

on peut , en regardant les constantes qui entrent dans la première de ces équations comme 
arbitraires, faire coïncider non-seulement les équations mêmes, mais encore toutes bous 
lonclions primes pour des valeurs données des variables x,yr. Z, n , £ : de cette manière, 
lis deux équations deviendront comme tangentes l'une de l'autre, parla tbéorie des contacts 
que nous avons donnée ( Théorie des fondions, a' Partie), et quelle que soit la liaison des 
deux corps qui est représentée par l'équation 

F(*,7, 2, $,»,£) = o, 

elle deviendra équivalente à celle d'un fil qui passe par deux poulies. 


46 . 
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On pourrait croire que, puisque l'équation de condition 


V(x — «)*-*-(/ — 6)*-H (s — c)’-*- V^(j; — «J 1 -*- (» — £)*-*- (f — y)* — d= o, 

|>our un 01 simple qui passe sur les deux poulies fixes, renferme sept constantes arbitraires, 
elle peut toujours avoir un contact du premier ordre avec une équation quelconque, puis- 
que ce contact ne demande que sept conditions; mais, en représentant cette équation par 

/(■**» r» î»«iÇ)=o* 

et prenant ses fonctions dérivées, il est visible que Ton a 

îW+nTT+TW^, ntr+w+w®.. 

de sorte que l’on ne pourrait plus satisfaire, en général . aux conditions du contact 
f'(x) = F'(x), r[y) = F'(j), r(*) = F'(--), 

f'(ï)=F'(î), C(») = F'(n), f'(f) = F'(f). 

('et i néons énient disparait en prenant 

771 V(x — «)*-+- (y — 6)*-+- (a — C)’-H 71 — *)’-(- (n — É>)*H- (f — •/)' — il = o 

pour l'équation de condition du fil multiple, à cause des nouveaux coefficients indéter- 
minés m et n ; et l’on peut donc dire que l’équation de condition donnée 

F(-r, y , *, £,»,£) = °i 

produit sur les corps M et N les mêmes forces que le Cl. 

Ou tire de là cette conclusion , que dans un système de deux corps dont la liaison dépend 
de l'équation 

F(*,js *, ïi »>,<) = <•> 

leur action mutuelle produit sur l’un des corps les forces fl F'(x), IIF'( r), Il F' (a ) sui- 
vant les trois coordonnées rectangles x, y, z , et sur l’autre corps les forces I1F'(£), 
riF'(n), riF'(f) suivant les coordonnées rectangles Ç, n, Ç, Il étant un coefficient indé- 
terminé. 

3. Si le système était composé de trois corps ayant pour coordonnées rectangles X, y, z, 
Ç, r,, f, x, y, z, on trouverait, par un pareil raisonnement, que toute équation cuire ces 
coordonnées dépendante de la liaison des corps, et représentée par 

F{x, js z, £, «, £, x, y, i) = o, 

donnerait pour le premier corps les forces IIF'(x), II F'( y), 17 F'(z ) suivant x, y. r ; 
pour le deuxième corps, les forces riF'(f), nF'(n), IIF'(Ç) suivant Ç, >!, et pour le 
troisième, les forces IlF'(x), Il F' (y), I7F'(x) suivant x, y, z; et ainsi de suite, si le sys- 
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tème était composé d'un plus grand nombre de corps. En ell'el , quel que soit le nombre des 
corps , et quelle que soit leur liaison , elle ne peut produire sur chaque corps qu’une force 
déterminée suivant une certaine direction ; or toutes ces forces peuvent T:tre ausai produites 
par la teusiou d'un même fil qui (lasserait, successivement et à plusieurs reprises, sur les 
mêmes corps et sur des poulies fixes. 

Enfin, s’il y avait entre les mêmes coordonnées une seconde équation de condition 
représentée par 

*(*1 y, *1 £. M. f> *» y, *) = °i 

il en résulterait d’autres forces exprimées par 'P't 1 ' (x) , Ÿd>'(y), Ÿd>'(i) pour le premier 
corps, par 'P < t>'(Ç), Ÿd>'(»;), pour le deuxième corps , et par Ÿd>'(x), 4'4>'(y), 

Ÿ<J>'(z) pour le troisième, et suivant les directions des mêmes coordonnées, le coefficient 
Ÿ étant indéterminé comme le coefficient II; et ainsi de suite, s’il y avait un plus grand 
nombre d'équations de condition. 

6. On doit conclure de là, en général, que les forces qui peuvent résulter de l’action 
mutuelle des corps d’un système donné se déduisent directement des équations de condition 
qui doivent avoir lieu entre les coordonnés des différents corps du système, en prenant les 
fonctions primes des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations. Les fonctions 
primes de la même fonction, prises par rapport aux différentes coordonnées, sont toujours 
proportionnelles aux forces qui agissent suivant ces coordonnées, et qui dépendent de la 
condition exprimée par cette fonction. 

J'étais déjà arrivé à un résultat semblable dans la Mécanique analytique, eu partant du 
principe général des vitesses virtuelles; et, en effet, ce principe est renfermé dans le réè 
sultat que nous venons de trouver : car il est évident que, si plusieurs forces appliquées à 
un système de corps sont en équilibre, elles doivent être égales et directement opposées a 
celles qui résultent de leur action mutuelle. 

Soient A', Jj Z les forces appliquées à I un des corps suivant les directions des coordon- 
nées x, y, z prolongées; E, T, £ les forces appliquées à un autre corps suivant le prolon- 
gement de ses coordonnées £,»,£, et X, Y, Z les forces appliquées à un troisième corps 
suivant le prolongement de scs coordonnées x, y, z, on aura, par ce que l’on vient de 
démontrer, 

Y=nF'(r) + W(x), f=nF»(y)+W(;), Z = IIF'(x) •+■ Ÿd»'(z), 

S =IIF'(î)-»-Ÿ<l>'(Ç), T = IJF' (b) -t- Ÿ4>' (» ), 2 = flF'({) -f- Ÿ<1>' (f), 

X=nF'(x) + ’I'<|)'(x), Y = IIF'(y) -t- ¥4>' (y), Z = IIF'(z) -h Ÿd»'(z), 

et de là on tirera immédiatement 

Xi 1 Yy-'-t- Zs'-t- E{'-t- TV -f- ££'- 4 - XV -t- J'y' -+- Zz' 

. =nF(jr,y, a, {,», f, x, y, i)' + W(*,y, s, {,s, {, *,y ,*)'• 

I.c second membre de cette équation est évidemment nul en vertu des équations de condi * 
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lion, puisque les quantilés indéterminées II, Ÿ se trouvcni multipliées par les fonction* 
primes de ces équations: donc on aura 

Xx'.+ yy -f- Zz* + Sp + T^+ + Xx'-*- Y y' -h Z*' = o. 

équation générale dti princi|ie des vitesses virtuelles pour l'équilibre «les forces X. X, Z, 
H. T. 2. X, Y, Z, dans laquelle les fonctions primes x\ j\ z\ expriment les 

vitesses virtuelles des points auxquels sont appliquées les forces X, X, Z, H,..., estimées 
suivant les directions de ces forces [vttyet la première Partie de la Mécanique ana- 
lytique). 

Au reste, on ne doit pas être surpris de voir le principe des vitesses virtuelles devenir 
une conséquence naturelle des formules qui expriment les forces d'après les équations d« 
condition, puisque la considération d’un fil qui, par sa tension uniforme, agit sur tou» 
(os corps et y produit des forces données, suffit pour conduire à uuc démonstration 
directe et générale de ce principe, comme je l’ai fait voir dans la seconde édition de 1 ou- 
vrage cité (*). 

*) Cette Note de Lagrange, postérieure à la seconde édition de la Mécanique analytique . tait 
partie de la Théorie des /onctions analytiques. J’ai cru devoir la reproduire ici, tant à cause de son 
intérêt propre , que de l'importance toute particulière que Lagrange attachait à la question qui s'v 
trouve traitée. L’illustre auteur s'efforce, comme on voit, de trouver, à priori, l’expression analy- 
tique des fortes qui peuvent tenir lieu d’une équation de liaison: et quoiqu'il n’ait pas entièrement 
réussi, on peut voir, dans cette Note, le premier gri me de la démonstration directe et rigoureuse donner 
depuis par M. Poinsot. Le Mémoire de M. Poinsot, publié du vivant de Lagrange, a rte annote avec 
mi soin minutieux par l'illustre auteur de la Mécanique analytique, et ces notes autographes, qu’il m'a 
rte permis de consulter, prouvent par leur nombre, et par les details minutieux qui y sont discutés, 
combien I-ig range attachait de prix à la solution definitive de la question qu'il aborde ici. 

(/. Bertrand.) 
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1. 

Sur la détermination des orbites des comètes. 


Suit R la distance de la comète à la terre, R/, Km, R« les trois eooi données de la 
comète rapportées à la terre, où /* -t- m* -+- n‘ = 1 ; x, y, z les trois coordonnées de 
l'orbite de la comète autour du soleil, et r son rayon vecteur; £, a, f les trois coordonnées 
de l’orbite de la terre, et p son rayon vecteur: on aura 


Ensuite 


x = l + l R, 

y = S + »di, 

J = (-4- fl R. 

d*x x 

’t'r x 

d'z S 

lF + r“ = °’ 

+ = 

dr + 7 = ° 

d‘i l 

«/*« « 

d’Ç C 

+ 

Il 

IF 7 ~ 



donc substituant, on aura 


, on 

aura 

d 


,v 


d ' 

f/’R 

idtdH 

dr 

dr 

rf’R 

ZtùttdR 

<lt' 

+ dr 

d ! R 

a dn dR 


dt' 


dt' 


r 

a 

V 


ï+sR 


rit’ 


= <>, 


( d 2L+L\ 

\ dt' r‘) 

\ + ï 1 

(i-j) 

j d'm m\ 

( - . ' “f* “T 

1 •+■ r, 1 


\ <“ r j 

if/ 1 fl n\ 

t 

\ H-C| 

W t / 
I_ i\ 

\ dt 1 r* J 


0 y') 


Digitized by Google 



FRAGMENTS. 


3f>8 

Multipliant la première par mdn — ndm , la seconde par — (Idn — ndl), la troisième 
par Idat — mdl , et les ajoutant ensemble, on aura, à cause de 

/ (mdn — ndm) — m (Idn — ndl) n (Idm — mdl) = o, 
f mdn — ndm) dU — (Idn — ndf)d*m -f- (Idm — mdl) d'n 

•+- ^ [{ ( mdn — ndm) — n (Idn — ndl) -+- f (Idm — mdl)] ss o. 


Ainsi on aura 


<lmn 


»■’ = p* a (/{ + ms -t- nf ) R + B' ; 
f’ — p’-t- + (p— £) ; 

savoir : 

(»■* — p') p‘r‘ +■ tf »(/£ + mn 4- n£) (r* — p *) pV — p* (r> — f’)’ = o; 

■ quation du huitième degré, mais qui est évidemment divisible par r — 0 , ce qui la 
rabaisse au septième. 


II. 

Sur le mouvement de rotation ( voyez page 1107). 


Faisons , comme dans l’art . 1 , 

x = x'-+-J, y=y'+i i, i = z'-t- £, 

et 

« = c»", 

Ces formules représentent naturellement les trois espèces de mouvement dont un système 
est susceptible. Les variables x\y\ *' sont les coordonnées d’un point du système qu on 
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peut regarder comme son centre , et elles déterminent le mouvement commun de tout le 
système. Les neuf variables v/, . . ., entre lesquelles il y a six équations de con- 

dition (art. 2), déterminent le mouvement de rotation de tout le système autour de son 
centre. Enfin les quantités a , b , c ne dépendent que des distances mutuelles des corps, et 
servent à déterminer leurs mouvements réciproques. 

En prenant le centre du système dans un point fixe , lorsqu’il y en a un dans le système, 
ou dans son centre de gravité, lorsque le système est libre, on a la formule générale 
(art. 6, sect. IJI), 

S + + Zdt, \ in = o, 

à laquelle il faudra ajouter les termes 

idL-t-pdiM + v dN -+-... 

dus aux équations de condition 

L =o, M = o , S = o,..., 

|>our avoir l'équation générale du mouvement du système (sect. I\ , art. 11). 

Il faut maintenant substituer à la place des variables F, t , , leurs valeurs en a, b, c, 
C, J®, . . ., de l'article précédent. Or si , dans les expressions de fl J, dri, dÇ de l'art. 11, on 
change, ce qui est permis, la caractéristique d eu 3 , on a 

dï = î'd« , -+-{*d&' + S**c', 
dn = r,'ia' + ri“ib’ + r,"dc', 
df=f'da' + Ç®dè' + C w dc', 
les valeurs de da', 3 b' , 3 c' étant 

da'=da-)-cdQ — ê d R , 
dé'=dè-t-<jdR — edP, 

3c’ = 3c -+- idP — adQ; 

et si l'on fait ces substitutions conjointement à celles de d' Ç , </•«, tf’f de l'article cité, 
dans l'expression f/’|d| -+- rf’xdx -(-rf’fdf, elle devient, en vertu des équations de con- 
dition de l’art. C, 

d J a”3a' - f- d , b''3b '- (- d'c"3c’. 

Uc même la quantité Xd£ -t- Ydn -+- L3Ç se change eu celle-ci : 

X'da'-H Y'd£'-+- Z'dc', 

en faisant, poui abréger, 

X' = £' X + «' Y-i-Ç'Z, 

Y'=rx+» # v+i;'Z, 

Z' = {»X + «*Y-t-{*Z. 

Afcc. anal. 11. m - 
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Fin supposant le système libre de tourner en. tout sens autour de son centre, il est facile 
de voir que les équations de condition 

L = o , M=so, N = o » . . . , 


données par la nature du système» ne pourront contenir les coordonnée» o, A » c, qui 
déterminent la dis|H)sili<ui des corps entre eux. Ainsi les quantités L, M , N , . . . ne pour- 
ront être fonctions que des a , A, c, relatives aux différents corps. 

Ainsi, en égalant séparémeuL à zéro les termes de l’équation générale qui ac trouveront 
multipliés par les variations dP, dQ , dR, qui sont commîmes à tous les corps du système, 
et ceux qui seront multipliés par les variations 6a , ob , 6c relatives à chacun de res corps, 
on aura d’alwml, pour tout le système en général, les trois équations 


r ad* bri'a* 

â Y' AX' 

j III = o 

lit 1 

rd>«" — ad'c” 

q_ c \' 

k tir 

bd * f*— frf* 4’ 

i /.v' - v # 


, <*■ 

4" C Là •“ C A 

) u ‘~ o 


ensuite on aura pour chacun des corps du système, les équations 


/d’*" v ,\ , d L dM , dN 

lT»r + x 

G?-*)- 


, d L 


H M 


' db _i_ “ db ^' J ~db 


id'c * ,,, \ , dl. </M rfN 

{~dF +z r+'Tt+ï * 


Ht si le système est un corps solide composé d'éléments Dm pour lesquels les coordon- 
nées a , c sont constantes relativement au temps /, on a 


da = o , db = o , </c = o; 

donc 

dr/= cdQ — Ad II , dA' = ad R — cdP. dc' = Ad P - <w/Q , 

et de là 

d 8 «*= cd J Q — Ad* R + AdPdQ -f- cdPdR — « (dQ*-t- rfR*), 
d , b a = ad * R — cd* P 4- ndPdQ -f cdQdR — A (dP’4- dR’), 
d* Ad* P — ad*Q -h odPdQ -H AdQ dR - c (dP*H- dQ 4 ). 

Si I on substitue ces valeurs dans les équations précédentes, qu'on prenne pour axes des 
coordonnées a 1 A, c les trois axes principaux du corps, ce qui donnera 

SaADnt = o, S«cDm=:o t 5AcDm = o (art. 28, sert. 111) , 


Digitized by Google 


ol .pion fas**' 


FRAGMENTS. 


3/ 1 


Sri’ fins/, • SMDmsm, Sr’ Dm = /r, 


on aura, rn supposant nulle» les folie» accélératrice», 

fi , i rf,R ii iftP'IQ 

,/ +m)— -H/ -™)- rf/ T S = 


£Q 
1 rff 


. ,, rfPrfR 


.«/•P . , rfQr/R 

("*+ »)-*--= 


II. 


o , 


O. 


Ces équation» s'accordent avec celles que nous avons trouvées d'une manière differente 

i • ■ i . - t/P ft Q f/R , . , , 

ilnn» la section 111 , puisque les quantités — . — , — sont les vitesses île rotation autourdes 

trois axes principaux du corps, qui étaient désignée» par sfi, as, ç dans les équations de l'ar- 
ticle rite. Elles prouvent en même temps la justesse de celles-ci, sur laquelle on pouvait 
avoir quelques doutes à cause du passage des axe» fixes aux axe» mobiles; mai» l'analyse 
précédente, en rendant la formule générale indéjiendante de la position des axes de 
rotation, rend ce passage légitime. 

Dans le même cas d'un corps solide qui n est animé par aucune force accélératrice, nous 
avons vu que les équations des aires sont intégrables (art. 9, sert. III). Si donc on fait les 
substitutions piécédemes dan» les équations intégrales, on aura des équations qui seront 
les intégrales de celles de l'article précédent. 

Substituons d'abord les valeurs de {, r, . d\, dr, dans l’expression Idr, — on aura 

Idr. — r.dl = ( bdc' — cdb ') 4- (cdn'— ade') (n'f"— £ V") 

4 -(adb' — bda ) ($'«"— »'£*), 

saioir. par les formules de l’art. B, 

Idn — r,dc = (Mc' — cdb') f' 4- ( eda ' — ade’) f " 4- (adb' — bda') f". 

On trouvera de la même manière, 

*dt — f r/f = (bdc‘ — cdb') W 4- (eda' — ade') r, " 4- (adb’ — bda') r, m . 
r,dÇ — frf» = ( bdc' — cdb') £' 4- (eda' — ade') £” 4- (adb' — bda') £ m . 


Si I on multiplie ces expressions par * ^ " - qu’on les affecte du signe S, et qu'aptes avoir 
substitué les valeurs de da ' , db', de', on fasse 


da = o. 


db = o , de = o, 

Sti'Dm = I, 


So/iDiu = o, SacDin = o, 
Si* D m = m. Sc'Dm = », 


S hr I ) m — o. 


4 ? 
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qu'ensuitc on les égale aux constantes C, B, A, on aura 


(*+«) îr + (<+ «) «■)? r-=c, 

(™-t- n ) (* + ») 37 K'-t-(/ + m) ^«"= B, 

('« + «) ï r + (/ + ») f r +(/+») 5 r = a , 

d'où Ton tire tout de suite, par les équations de eoiidilion de l'art. 3, 

etv 

(m-t- n) = A{'-+- Bw 4- CÇ , 


(ies équations s'accordent avec celles de l'art. 31 de la scct. III, dans lesquelles tji', ta', o' 
sont la même chose que i ^ • --- , cl où les coefficients a, (3, y, a', (3', y', ré- 

1 dt dt dt 
pondent à r/, 

Si 1 on ajoute ensemble les carrés des trois équations précédentes, on a tout de suite une 
équation entre d P, f/Q, cl dt y en vertu des équations de condition de l'art. 5; cette 
équation est 




par laquelle on peut déterminer une des trois variables t par les deux autres. 

On peut, dans le même cas d'un corps solide qui n'est animé par aucune force accélé- 
ratrice, avoir une seconde équation entre ces variables, par l’équation des forces vives; car 

en ajoutant ensemble les carrés des quantités^, ^ (in i (art. 13), à cause des équa- 
tions de condition , 


dv 4- 'In 1 4- rf; 1 
dt’ '' 


tla’’ -t- db ’’ 4- de” 
dt’ ’ 


donc, en alTectant tous les termes du signe S, après les avoir multipliés pat Dm, on aura, 
en général, pour un système quelconque, lorsqu’il n’y a point de forces accélératrices 
(art. 36, sert. III), 

s (d fl *’4-^ +J ^ pm = F ). 
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Dans In cas d’un corps solide, on a 

dn = o , db = o, dc = o, 

donc 

<&'* = — a bcdQdR 4- 5*r/R% 

<»'• = «VR» — a<WJV/R -+- cV/P*, 
f/c ,f = A* ri P* — jaWPrfQ -4- a’f/Q 1 , 
Donc supposant comme ci-dessus 

So/>Dm o , SacDm = o, Sic Dm = o, 

H 

Sri r Dm = /, S/>'Dra = m, Sc'Dm == «. 


v </P’ ,, . </Q’ . x r/R* 

( m + „) _ + (/ 4. + (/ + m) — = F. 


3 7 3 


On a ainsi deux des trois variables 

dt 


d Q 

dt ' 


</R 


— exprimées par la troisième, mais on ne 


peut avoir la valeur de celle-ci que par l'intégration d’une des trois équations difléreu- 
tielles précédentes. Ensuite pour avoir la valeur finie des coordonnées J, n, f d’un point 
quelconque du corps, il faudra encore connaître les valeurs des quantités J', {*, ; et 

I on y parviendra en combinant les six équations de condition entre ces neuf quantités, 
comme il a été dit art. 29 , sect. IX. 


ni. 


Fragment sur les équations générales du mouvement de rotation d'un 
système quelconque. 


Les expressions que nous avons trouvées, page 198, sont très-propres à représenter les 
valeurs des sommes 

S(d V -+- c/r, ! -f* rff*) m , .V (fc/n — r,dÇ \ m 

relatives à tous les corps m d’un système quelconque; rar il est clair que les signets somma- 
loires ne doivent afl’ectcr que les coordonnées n, b, c, et nullement les quantités f', r, 1 
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Ainsi, l'on aura, après le développement, 

A(rf{* -4- ri»* -4- t/f) m = t/P’A (A* -4- r* ) m ■+■ r/Q’5(«’ + c') tn -4- r/R* A(n' -+- A’ | ni 
— a dV dQSabm — a r/Pr/IÏ Acre ni — a c/Q r/R Sbcm -h a dPSfbdc — cr/A) m 
-r- a c/Q S (cr/ci — ade) ni - 4 - a r/R A ( tid!> — bda) m - 4 - A (r/r» 1 -4- db' ■+■ il <-’ ) m ; 

S(Zdn — ur/|)m = fr/r -i- £' VA + £ "d A , 

S(Çdt — r r/f) m = n'r/P -4- g'r/A -4- r."c/A . 

S{ndÇ — Çdr,)m = dT + l"dA -4- f"r/A : 
i n faisant, pour abréger, 

r/r = dl‘S(b’ -h c'j m — r/QArjAm — r/R Aacm -f- A( Ar/c — cdb) m , 

r/A = r/Q A jo' +- c’) ni — r/P An Am — r/R Sbem + A («Ai — ade) ni, 

r/A = r/RA(n* -+- b') ni — r/PAacm — r/QAAcm -4- S(adb — bda) m: 

e| il est lion de remarquer que les valeurs des quantités r/T, r/A, r/A sont les tlifle- 
renccs partielles de la valeur de |A(r/(* - 4 - r/r,’ -4- r/f) m, relatives aux variables 
r/P, r/Q, r/R. 

Si l'on ditlérentie les trois dernières équations, on aura les valeurs des formules 

AjÇrf'n — »r/*î)m, A(Çr/*Ç — {r/'fjm, Ajor/'f — Jr/'r,)m. 

qui entrent dans les équations générales pour le mouvement d’un système quelconque tir 
corps autour de son rentre de gravité ou d’un centre fixe, que nous avons données dans 
l’art. 7 de la sert. III . 

Ces équations deviendront ainsi, en substituant, pour les différentielles de les 

valeurs rie l'art. 13, 

C (t/.r/r — t/Ar/R -h r/Ar/Q) + {» (r/.r/A — r/A r/P - 4 - r/Pr/R) 

+ f’(r/.r/A— r/rr/Q+ r/Ar/P) -4- A(f Y — r,\) m = o. 

r/ (rZ.r/r — r/Ar/R -4- r/Ar/Q) -+■ »’(r/.r/A — r/Ar/P -f- r/l’r/R) 

-4- r^jr/.r/ A — r/rr/Q -4- r/A r/P) a. A(JX — ^Z) m = o, 

(r/. r/I’-. r/Ar/R -4- r/A r/Q) -4- J'jr/.r/A — r/A r/P -4- r/Tr/R) 

-4- (r/.r/A — r/1' r/Q -4- r/Ar/P) -4- A(nZ — fY)lU = o. 

■Si I on ajoute celles-ci ensemble, aptes les avoir multipliées respectivement pat Ç'. t,\ • . 
par £*, n", Ç", et par £*', r . ”, J*. et qu'on fasse, pour abréger, 

X'= f'X -4- ü "1 -4- Z. , 

Y' = {*X -4- r ," Y -4- f»Z, 

Z' = ?*X -4- li"Y -4- Ç"Z, 
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ou aura , en vertu îles formules des art. 2 et 5, les trois équations suivantes : 
,l.,ir — r/Ar/R -t-c/A,/Q = 5(cY — bZ')m, 
</.iM-i/A./PV #/r</R =zS(aV — rX')m, 

,1.,/A — ,/ri/Q -f- </Ar/P =S(b\' — a Y') ni, 
qui ont toute la généralité et la simplicité dont la question est susceptible. 


IY. 


Antre fragment sur la. rotation d’un sy stème quelconque. 


Ainsi l’on a, en général (page 198), 

c/{ , + J» , -t-rff*=(crfQ— MR-f- daY+ (adK—cdP+dby-h (WP— tulQ+dc)'. 

.Si les forces accélératrices ne dépendent que de la situation respective des coq», elles ne 
seront fonctions que de a, b , c. Faisant 

T ’ “ ; [^7 5 ( + «*) m + -Jfr S[a' + c , )m + ^ S («* -t- b') ni j 

r/Q r/R ,/P r/R d P r/Q „ . 

• ~y ooem — — omciu — oab m 


dt dt 


dt dt 


dt dt 


d P c / b de — cdb\ dQ c / eda — adc\ d K «/ adb — 

rff \ rf/ / dt \ dt f dt \ dt 


— b du \ 

|m 


c f/fl 1 -h db‘ -4- de' 

*3 3 DK. 

Hdt* 


U 11 aura, relativement aux variables d P, f/Q, d K, 


*T > *T a .a *T . 

m âril + Jd Q W Q + »^R = °’ 


savoir (art. 15, page 199 ) : 
«T 


(r/JP -t- rfQdR - r/RdQ) +• ~ (r/dQ -+- dRiP - r/PdR) 


<?T 


(</dR -H )/Pdg — if^dP) = o; 
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d'où I on tin; les équations 


, *T r T JT 

d ' s,ip ij<}' nx + i</n r ( J 

, s'T iT , n iT 

d ‘ 3 dQ iilV dP + • — rfR 


, iT iT 
X rtn J,/P^Q + 


ô</R 

JT 


o t 

d P=o, 


(«) 


SdK idP ^ <MQ 

«avoir . en changeant tlP, r/Q, <f/f en prit, qdt, rdl, on aura 

, rfT I <n <n \ , 

d dp + ( = 

. rfT . ( rfT rfT\ . 

''rfr T 9 -lTp) M = °* 

comme dans les équations ( A ) de la page a 1 a ; mais res formules-ci sont générales . quelle 
que soit la variabilité de a. b, c. 

Ainsi on aura tout de suite l’intégrale 


Ensuite on aura aussi 


/rfT\’ / rfT \ * /dry „ 

U) ~U) + U) 


, rfT , rfT , rfT 


mais qui ne sera pas une différentielle complète à cause de la variabilité de a . I>, c ; mais 
on aura toujours, par le principe des forces vives, l'intégrale T -t- V = ronst., V étant 
= ATI 111, n dénotant la fonction provenant des forces attractives (art. 34 , sert. III). 

Enfin, en multipliant ces équations respectivement par d rf{", dÇ m , on aura en les 
ajoutant, 

■+■ «*•£-*- rrf-ï + s <*’- dl 


<>1 


+ 5 Jt+ Tr W~rt") dt = 


savoir à cause de dÇ = (rÇ N — </{ w ) dt , etc. (page 196) , 

tf£ 

t tr 


v ,dT „/.rfT • 

5^ + {é5 + ^= con “'= / - 


et de mèint* . 

(*) 


,rfT , „dl „dX 
n'— + n"~j- -+- n -r == m, 
dp dq dr 

r£+rî+r£-". 
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rquer que res équations sont celles de In conservation des aires ; car on a 

</{ = t'fia'-i- l"db' ■+■ Ç"dc' , 
rh = rMa '-t-rW-h r, m dc‘ , 


delà 


,IÇ=>'da'+Ç"db'-hÇ m dc i 

idr. — K,lt = (l'a + l'b+ P"c) (r/rla'-h n"db' ■+- 

_ (n'û + T," b + Wc) (l'<la‘ + ï'<Ib'+ l m rlc') 

= (tulb' — bda') {*— ( adc' — cria ') £"+ (Mc'— a»') 
fr/p — £/£ = (l'a -+- J"/» -+- J"c) (f'r/a'-t- ÇV4'+ Ç w <fc') 

— (î'« ■+■ Ç*A -t- Ç"c) V‘ lb ' + ï*' /c ') 

= — (arlb ' — h, la') r, m + ( adc ’ — cria’) r," — (bric ' — cclh’) r/ , 

vil _ Çdr, = („'a + r,"b - 1 - tî w . ) (f'r/a'-f- ("db'-t- ÇVc') 

_ (f'a -+- -t- s * w c) (n'r/ri'+n'rÆ'-t- n Vc') 

= (arlb'— b, la') ï w — (adc' — cria’) l"+ (hdc'—crlb') t'. 


Or en prenant les sommes on trouve que 


ii dt = S(bdc'-cdb ') ni, 
—■ dt — S (cria' — adc') ni , 
dt — S (arlb * — bda' ) m ■ 


>le là on aura doue aussi 

ü = /J' 

(c) 

^=/t» 4 -ms*+/ir. 

I tir ’ 

et si l'on substitue les valeurs de />, r/, r, tirées de tes équations , dans l'équation 

T -+- V = const., 

on aura une équation finie en etc., savoir, entre les angles ç, ip et ta. 

Les équations (c) ci-dessus soûl les mêmes qui ont été trouvées à la page aa 3 , par uni- 
voie moins directe. 

Si maintenant 011 multiplie les équa lions (A) de la page précédente par^, ^7’ et 
,1/rtr. anal. II. ,J8 
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qu’on les ajoute, on aura par les formules de la page 1 94 > ® cause de p = —* q = 


HT H T HT IHL + mtt M -+- nH'S 
p ,i p - h/ >*j + r * = ~d< 

Mais nous avons trouvé l'équation 

, il T , , dT , , rfl 

^.^ + V rf.- + rrf.- = °, 

qui résulte des équations («) multipliées par />, r/, r et ajoutées; donc si l’on désigne par 
r/T la variation de T relative à a, Z», c seulement, on aura 

, rf , HT . HT , r/T , lrr 
dl = — np -+- -7- «r/ 4 - -7- nr H- d T ; 
r//> ' r/y ' Hr 


«loin ajoutant l'équation précédente, on aura 

.... . / r/T r/T r/T\ .... 

,ll=f/ ' (/ , ,V + ^ÿ +r rf 7)- f - ,ll; 

dont* 

r/T r/T r/T 

+ +conM 

Mais le principe des forces vives donne T *+- V = consl. ; dont* un aura 

PT P + <tT q + r Tr= V '-f ,n - y ' 

doue 

.HL H M r/.N . - /r| , v 

(K) /_ 4 . m _ 7 H-„_ = K-./,/l~\, 


et si rr, />, c sont constantes, r/T = o; et V sera constant s’il ne provient que des forces 
intérieures. 

(/équation (K) indique que la vitesse de rotation autour d’utt certain axe liste dans l’es- 
pace, est constante dans ce cas. En elVet. puisque dans les formules de la page 1 qj r/P, 
r/Q, r/R indiquent les rotations autour des axes des coordonnées a 9 A, c, et r/L, r/M , r/N 
indiquant les rotations autour des axes des x, >, 5, il s’ensuit que si Ton prend les pre- 
mières pour r/L, r/M, r/N, on pourra rapporter celles-ci à d'autres axes par rapport aux- 
quels elles deviendront (r/L) , (r/M ) , (r/N) , la position des nouveaux axes étant déterminée 
par des quantités ïj', etc., que je désignerai par (*'), (x'), elr * aura ainsi 

(»/M) = (*') HL + (»') rfM -+■ (»*) dH, 

(Hfi) = ({') dl. -+- (C) rfM + (C) rfN- 
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Donc puisque (J)* *4- (£*)’ ■+■ (£*)* = i? si l'on met f équation ci-dessus sous U forme 


on pourra faire 


. 4L 4M 4* 

1 Tt * m <n + " ,û _ r — ,/WT — v 
*»*+ «• t 


y/’+m 4-/i 


(r w ) — _ 

I* 4- fl* * ^/'H- «’ 4- /»’ 


et I on aura 


(4L) K — fd T 

^ V/ 3 4- m ! 4- A : 


Ainsi la vitesse de rotation autour d’un axe fixe sera 

K — /*d T — V 

i/ 17*4 - «i*-*- w 1 ) 

elle sera donc constante lorsque dT = o et que V sera constant. 

Si les forces accélératrices dépendent de l’attraction d’un corps dont les coordonnées 
relativement au centre des coordonnées a, b, c, et parallèlement aux axes des {,«, f. 
soient x , y. z , on aura 

n = -p=r~ 1 — - — el Vas SIlDm. 

V(* — 5)* 4- (y — n) 1 -*-!* — ;)* 

Or, 

x’ 4- y* 4- z* = r*. {* 4- nj’ 4- £’ = fl* 4- & 4- c~ = # *; 


V' r : 4- r ? — 2 ( x ' 4- y r. 4- z Ç ' 


xÇ 4- Vu 4-zÇ 4 % j — , 

1 a t 3 (x$ 4- v u 4- *{)» 


f = fl{' + 4{ # +e{* + ...; 


x ï 4- yn 4- zf = a(x f 4- yzs'-f- zf ) 4- yr} tf 4- zÇ") 4- c (x{ w 4- y*J w 4- z£ w )* 


xi' 4-'v*5' 4-zf' = X, 

+ = u, 

xi w 4-yx'"4-zj*= v. 

i«\4-iw4-c» fl I 4-£ î 4-c* 3 (a a 4- b p 4- r* )* 

r r* ar* ar* 


et (en ne retenant que le deruier terme), 


i) 3 /B+C — A,, A 4- C — B . A 4- B — C . r ... l 

V = — f- ^ A* 4 p*4 v*4- aFwv+ aGXv4- allXp )• 
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foi u ayant toujours égard qu'au dernier terme, on aura 


, rfll 

b Tc~ 

du 

3(« 1 4- A|» 

, 

C db 

r % 

r" 

— c f'J» 

dw 

dn 

3 («nX -+- -+* cv) 

(ci 

— a»). 

C da 

a ~tk 

r* 

dix 

b—=z 

3(«X Afjt 4- rv) 

("P 

— Ai). 

a dît 

da 

r 


Donc multipliant par Dm cl intégrant, on aura 

,S (*^ _c Sr) D,n = pf(C- B );»» + HXv- ( -F(v>- ft I )-G f .lJ, 
‘ S ( <, ^- 0 5) Dm = 7[(Gl , -v*)+F> ft +(A-C)iv-H M vJ, 
.V (o ^ ~ ) D m = - f ( B — A) i« +■ H {«' — i’) H- G uv - Fi * |. 


Il faudra donc ajouter ces termes aux trois équations (A), qui deviendront par conséquent 


Cl* 

«5- 

+ 

Cl+L 

t’ | 

rfT 

3[(C 

- B)p*-*-F(*» — p’)-h HXv — 

c i*M _ 

— ' rfy + 


r» 


. rfT 

rf« rfT 

T/r + ' 

rfT 

3[«A 

— C)U-*- G (V — * f ) -f* FXj» — 

HH = 

^ f/r 


r v 


rfr rfT 

_i_ |» - 

rfT 

3((B 

— A)/f*-4 H (u 1 — v* ) 4- (r ja* — 

• Fi») 

rf/ ^ dq 

V rf/< ^ 


pi 



De là nous tirerons les équations suivantes : 
‘<' 2 ** 2 *'% . 


dt 


, / ,</T m dT\ 

d { n ^ + V rf**" Tr) 


dt 


(P)?'+(Q)r+(R)r=«. 

(P)V+(Q)«»+(R)«*=.., 


J /,d T „ rfT rfT\ 
d (ï r + tV -t-C -7-) 

^ y + IPIf+fQI^H)^», 




où (P), ((^) , (H) désignent les parties des précédentes qui ne dépendent pas de />, < 7 , r. 
Faisons, pour abréger, 

F = o , G = o , H = 05 
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négligeons de plus, dans les premiers membres, les différences de A, 15, C, on aura alors 

dl . dT . dT 4 
^ = A ''’ = *= Ar ’ 

et nos équations deviendront 

r/L 

^_3[(C — B)ji»|'+(A — C) (H — A) Apç" ] 


df 

d}A 

dt 3[(C — B) p*u'+ (A — Clluu" >4- ( H — A ! A UT, X ' j __ 
dt r 1 

A</ *1 3 uc— RJ (*_*;’ + A—c)_ur -+- {r — k ] __ 

dt r* 


Faisant encore A = B, on aura 


. d L 
Ad 

nr + ? ( c - A > K"y -»"*)»= 

. . rfM 

Ad.— r ■» 

__üL+^ ( c-A)(r*-r*)»=-». 


A 

~âr i + r< c - A >( ,! " x 


ï M y) v = o. 


FIN DU TOME DEUXIÈME ET DERNIER. 


61096«rvS 
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Recherches sur la libration de la Lune, année 1764* [C’est là que Ai. Lagrange u employé pour la première 
fois Ir priât i/te des Vitesses virtuelles, ) 

Recherches sur les inégalités des Satellites de Jupiter, année 1766. 

Essai d'une nouvelle Méthode pour résoudre le Problème des trois corps, année 177a. 

savants Etrangers. 


Tome VU. 

Sur l'Equation sécn aire de la laine. 

Tome X. 


Recherches sur le dérangement d'une Comète qui passe près d’une Planète. 


INSTITUT DE FRANCE. 

MÉMOIRES DE LA PREMIÈRE CLASSE. 

Année 1H08. 

Sur b Théorie des variations des éléments des Planètes, et en particulier des variations du grand axe de 
leurs Orbites. 

Sur b Théorie générale des variations des Constantes arbitraires dans tous les Problèmes de la Mécanique. 
Supplément au Mémoire précédent. 

Année 1809. 

Second Mémoire sur b Théorie de la variation des Constantes arbitraires dans les Problèmes de Mécanique. 
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388 


LISTE DES OUVRAGES DE LAGRANGE . 


MÉMOIRES INSERES DANS DES RECUEILS PARTICULIERS. 


JOURNAL DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 

CINQUIEME CAHIER. TOME U. 

Essai (l’Analyse numérique sur la transformation dis fraction». 

Sur le principe de» vi Usées virtuelle#. 

Sixième caiiieh. tome If. 

Discours sur l'objet de la Théorie des Fonctions analytiques. 

Solutions de quelques Problèmes relatifs aux Triangles sphériques, avec une Analyse complété de ces 
Triangles. 

Doizikmb cahier , VO ) « Ot v races séparés. 

Quinzième cahier, tome Y11I. 

Éclaircissement d'une difficulté singulière qui se rencontre dans le Calcul de l'attraction des Sphéroïdes, 
peu différents d'une Sphère. 

VlNDT ET UNIÈME EAII 1ER , TOME XIII. 

Formules relatives au mouvement du boulet dans rintérieur des canons. {Extrait tirs Manuurit » tir ht- 
grange fuir Poisson. ) 

SÉANCES DES ÉCOLES NORMALES. 

Leçon» d'Arithmélique cl d'Algébce données i celte École en l'an III (179J-95). 

[Réimprimées dans in seconde édition du meme Rceueil en 1801, et dans les septième et huitième cahiers 
du Journal de l'École Polytechnique, publiés en 181 a, futur remplir une taeunc dans tes numéros de rc 
Journal. ) 

CONNAISSANCES DES TEMPS. 


Année 1796. 

C-ompas de réduction pour la distance de la Lune aux étoiles. 

Année 1814. 


Sur l'origine des Comète*. 

Année 1817. 

Sur le calcul des Éclipses sujettes aux Parallaxes [Mémoire tptt avait déjà pont , en allemand , dans les 
Èpfa'mcndt's de Bcrltn futur l'année 178a). 


Année 1819. 

Remarque sur la Méthode des Projections dans le calcul des f>li|nses de Soleil ou d'étoiles [Mémoitr *pa 
avait déjà paru, en allemand , dans les Èphéméndcs de Berlin futur 1781). 

Année 1 8j 1 . 

Nouvelle Méthode pour déterminer l'orbite dos Comètes d'après les observation*. (Ce Mémoire avait drja 
paru t en allemand t dans les Ephémcritles de Berlin futur 1783.) 
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LISTE DES OUVRAGES DE LAGRANGE. 38() 

MÉMOIRES PUBLIES, EN ALLEMAND, DANS L’ASTRONOMISCHES JA HR BUC H 

DE BERLIN. 

Année 1781. 

Remarques sur Lu Méthode des Projections pour la détermination det ÉclipMS de Soleil et l'occultation drs 
étoiles par lu Lune. {Reproduit dam tu Connaisaanre des Tempo pour 1819.) 

A N > ÉE 178a. 

Calcul des fidipM sujettes aux iwrallaxes. (Reproduit datu ta Connaissance des Temps pour 1817.) 

Sur la Diminution de l’obliquité de l’Écliptique. 

Année i; 83. 

Sur I Inteiqiolalion. 

Nouvelle Méthode pour déterminer l'orbite des Comètes. ( Reproduit dans ta Connaissance des Temps /km/ 
1811.) 

Application de la Méthode précédente par Schulz. 

Année 1786. 

Variations annuelles dos éléments des Planètes. 

Année 1789. 

Formules pour déterminer l’orbite d’une Comète ou d’une Pianote au moyen de trois observations rap- 
prochées. 


Essai d'Arithmétique politique, tmprùné dans une Collection de divers Ouvrages d'Arithmétique politique. 
|>ar Lavoisier, Lagrange et autres, publiée en l'an //' (1795-96) jutr M. Rirdrrcr. 


y. Ii. M. Carnot, étant Ministre de l’Intérieur, a fait acquérir au Gouvernement les Manuscrits qua 
laissés Lagrange; et, sur son invitation, la Classe des Sciences Mathématiques et Physiques de l'Institut a 
nommé une Commission pour faire le choix de ceux qui se trouvent en état d étre imprimés. Cette Com- 
mission, composée de Legendre, Prony, Poisson et Lacroix, n’a cru devoir faire imprimer aucun des ma- 
nuscrits laissés par tagrange; le tout a été classé et réuni en seize volumes. 

Rapport de Af. Lacroix sur les manuscrits laissés par Lagrange. ( Extrait du procès-verbal dr 
la séance du lundi 3 novembre 1817.) 

• Au nom d’une Commission , M. Lacroix lit le Rapimii suivant sur les manuscrits laissés par M. Lagrange. 
Il propose de classer cet papiers, de les faire relier en volumes qui seront déposés à la Bibliothèque pour 
être consultés par les savants, ta proposition est adoptée. 

0 Le Gouvernement , sur la proposition du Ministre do l’Intérieur, acquit les papiers laissés par M. tagrange 
pour les transmettre à cette Classe, qui nous a chargés de les examiner, de les mettre en ordre, et de faire 
choix de ceux qui seraient en état d'élro livrés à l’impression. Dans sa première Séance, tenue le 5 juin 
181 5, la Commission arrêta que le chef du secrétariat relèverait les titres de tous ces papiers, qu’il en for- 
merait une liste, que les pages en seraient comptées, et qu’ils seraient paraphés par tous les Membres, re qui 
fut exécuté dans les séances suivantes, où l’on eut soin de prendre le* précautions nécessaires pour assurer 
la conservation de ces papiers. Il a été décidé ensuite que tous seraient successivement examinés par cha- 
cun des Membres, et, pour procéder à cette revue, ils so partageaient à chaque séance un certain nombre 
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Irjo RAPPORT DK LACROIX SUR LES MANUSCRITS DE LAGRANGE. 

rt«* pièces enrefÿfllréffi dans le proees-vèrlial sous le nom île relui à qui elles étaient remises et qui en ren- 
dait rompte dans les séances suivantes, très-souvent par écrit. 

« Persuadés.qur le resjHvl dù à la mémoire de M. l-agrange ne permettait jws qu’on livrât à l'impression 
des écrit» trop inférieurs à ceux qui avaient paru de son vivant, les Commissaires ont apporté la plus grande 
sévérité dans leur examen , et n’ont trouvé en état de paraitre qui* des pièces assez peu importantes par 
leur objet , et en trop polit nombre pour composer un volume; mais afin de recueillir de nouvelles lumières 
sur ce sujet, ils ont prié leur confrère , M. Maurice, qui avait été dans une liaison particulière avec' M. La- 
g range, de vouloir hien examiner aussi ce choix de pièces. Il a pensé comme eux que les plus considérables 
seraient bien placées dans les Additions à Ut Connaissance des Temps et dans tas Mémoires tir l'Académie. 
Deux Notes très-courtes, et dont le sujet indiquait clairement la place, ont été imprimées, la première , 
concernant la détermination de l'orbite des comètes, a été mise à la tin du second volume de la Mécanique 
analytique (a* édition); et l'autre, contenant la rectiiication d'un passage de la a* édition du Traité tir tu 
fir.so/ution des équations numériques , vient d'ètre ajoutée à la Du de cet ouvrage. 

». I^> reste des papiers de M. Lagrange ne se compose que de manuscrits, de Mémoires déjà imprimés, 
d essais auxquels l auteur n'a |>as cru devoir s’arrêter, et même souvent de calculs sans discours dont il n n 
pas toujours été possible de deviner le sujet, ou enfin de Notes que faisait M. Lagrange sur ses lectures. 
Car, c« qui est bien remarquable et doit servir d'exemple aux jeunes géomètres, cet homme consommé ne 
négligeait aucune production mathématique tant soit peu importante et l’étudiait la plume à la main, afin 
«le s'en mieux rendre compte. 

b On savait que M. Lagrange avait entrepris autrefois un travail considérable sur le mouvement des pro- 
jectiles dans les milieux résistants et sur la force de la (tondre, et on a trouvé, en effet, des matériaux 
assez nombreux sur ci' sujet, mais incomplets, détachés et demandant une entière rédaction. M, de Prony 
a été chargé d'en tirer Us résultats les (dus remarquables, et sur lesquels il fera un Bap)K>rt particulier^ > 

* Cependant, si dans tous Us («(lien» de M. Li grange il s'en est trouvé si peu qui fussent susceptibles 
de publication, leur ensemble ne sera pas sans intérêt (tour celui qui voudra connaître les progrès des idees 
<le cet illustre géomètre dans quelques-unes de ses recherches. Joints aux manuscrits des ouvrages qui font 
époque , tels que la Mécanique analytique t ces papiers forment une collection que l'Académie doit être flattée 
de (Misséder comme l'héritage d’un Membre dont le nom a décoré sa liste (tendant plus de quarante ans , 
H qui devint pour ainsi dire une richesse nationale , quanti il se fixa parmi nous. 

.. Li Commission pense donc que ceux de ces papiers qui ne sont pas destinés à l’impression , composés 
en grande partie de feuilles détachées, doivent, après avoir été classés avec soin, être reliés en volumes, 
afin qu'on puisse les consulter au besoin, sans altérer leur ordre ou nuire à leur conservation, et qualurs 
le dé|Htl en soit fait à la Bibliothèque (tour notre usage et celui des savants étrangers qui voudraient en 
prendre connaissance. 

» Avec les écrits de M. Lagrange étaient aussi quelque* Mémoires d'Eulor, mais déjà imprimés ou refondus 
•tins ses ouvrages , quelques-unes de ses Lettres et toutes celles que M. Lagrange avait reçues de d’Alembert , 
qui renferment quelques particularités curieuses, mais ou les même* sujets reviennent trop souvent et ont 
trop perdu de leur importance pour qu'on puisse les publier autrement que par extrait. Ce no pourrait être 
alors que dans quelque écrit concernant l'histoire des mathématiques ou l’histoire littéraire du xvm« siècle, 
et lé figurerait bien le discours très-concis et très-modeste prononcé par M. I^grange à l'Académie do 
Berlin, lornpi’il y fut admis. » 

« Signé à la minute - 

9 Poisson, I.euemdiie. Murilb, de Paon!. Lacroix rapporteur. » 


l J 

• ) M. Kyi«H n a publié ccs formule* . Journal dr l Kcolr Poljtt cknajuc . tome XIII. J. Üertrand. 1 


FIN. 
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ERRATA. 


TOMF. I". 

Page 3tS4, ligne i, au heu de qui, Usez que. 

Page 365, ligne 22 , au lieu de a,, Usez j3,. 

Page 365, ligne a3, au lieu Me <*,, Usez p,. 

Page 368, ligne i3, au lieu de il s'ensuit, Usez il suit. 

Page 373 , ligne 16 , au lieu de Ç r , Usez % f . 

Page 3^5, ligne 7 , au lieu de coordonnes, lises ordonnées. 
Page 377 , ligne a, au lieu de coordonnées, lisez ordonnées. 

v l 

Page 379 , ligne 21 , au lieu de -1 Usez — 


TOME II. 

Page 12 , ligne 2 en remontant, au lieu de Y =r r cos*t*, Uses Y =: rsin*t» 

Page 35, ligne 10 , au lieu de art. 19, lisez art. 20. 

Page 47 , ligne 6 en remontant, au lieu de art. 28, Usez art. 41. 

Page 49» ligne a en remontant, au heu de insignores, Usez insigniorcs. 

Page (k», ligne B, dans le numérateur de la valeur de ~ le coefficient de y doit être r// 3 au lieu 
de dt. 
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